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I Orthogonale functiesystemen

Een functié kan beschouwd worden als een gegeneraiiseerde vector,
zodat de fundsmentele eigenschappen ven een verzameling vectoren
overgebracht kunnen worden op de analoge eigenschappen van een ver-
zameling functies,. |
g of g(r) stelt een vector voor in R3 met rechthoekige componenten
g(1), e(2), g(3), De norm N(g) is

We) = (1) + 22 + 3 = § )

r=1 ;

Is N(g) = 1 (eenheidsvector), dan heet de vectbr genormaliseerd. De -
hoek @ tussen twee vectoren g1Aen gy is gegeven door
g,(Ney(1) + g,(2)ey(2) + g,(3)eg,(3)
s , — }1/24

cos 0 =

[8emtsy)

De teller heet inwendig of scalair pfgductvvan gy en By
3
== =
(81585 r£1 g,(r)ey(r) = Vi(g,)n(g,) cos © .

Als N(ge) = 1, dan heet (g1,g2) de projectie van g, in de richting
van g2 °

gy en 8, heten orthogonagl als (g1.g2) = 0,
N(g) = (%)3) s

Door een orthogonaal stelsel van 3 vectoren gn (n=1,2,3) te normali-

seren, ontstaat een orthonprmaal stelsel

(¢m,¢n) = Sm’n (m,n=1,2,3) .

Elke vector f in RB kan worden uitgedrukt als een lineaire combinatie
van de vectoren ¢1, ¢2 en ¢3,

&
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f(r) = c1¢1(r) + c2¢2(r) + c3¢3(r) (r=1,2,3) .

3
c = (fy0,) = b tlr)e () (n=1,2,3) »
r=1

Dus 3
£(r) =} (£.) ¢ (x) .

n=1
Men kan deze theorie uitbreiden voor een willekeurig eindig, en zelfs

voor een oneindig aantal dimensies,

Fen andere uitbreiding verkrijgt men door de lengte~eenheden langs
de codrdinaat-assen verschillend te nemen en met "gewichtsgetallen"

p(1),p(2),0(3) te werken. Het inwendig product is dan

3
(g458,) = L plr)g,(rlg,(r) .
1¥=2 1 2
r=1

We brengen nu bovenstaande theorie over op functies.

" De functie g(r) zal een vector in R, voorstellen als deze reéle
waarden asanneemt voor r=1,2,...,k., Deze worden dan als componenten
van de vector beschouwd. Is g(x) een functie gedefinieerd voor alle
waarden van x in een intervael a £ x £ b, dan beschouwen we deze als

een vector in R,
b
N(g) = ! {g(x)}2 dx .
a
b

(gm,gn) = I gm(x)gn(x) dx .

a
Twee functies g, o0 &, heten orthogonaal als

b
(1) (g,,8,) = J g (x)g (x) ax =0 .

a
Fen stelsel V van functies {gn(x)} (n=1,2,...) heet orthogonaal op
(a,b), als (1) geldt voor m #n voor alle functies yan V. De functies

van V worden genormeliseerd door elke functie gn(x) te delen door

£
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[N(eg

n)]1/2, en vormen dan een orthonormaal stelsel {¢n(x)}

(’¢m9¢n) = Gmgn (m,n=1329®oo)

Het interval (a,b) zullen we fundementaal- interval noemen. We be-
schouwen alleen functies, die begrensd en integreerbaar zijn in het

fundsmentasl-interval en waarvan de norm # O is., Functieruimte.

Gegeneraliseerde Fourierreeksen.

Gegeven is een aftelbare oneindige orthonormale rij van functies
{¢n(x)} (n=1,2,000)s We trachten een willekeurige functie f(x) op
een fundamentaal-interval (a,b) voor te stellen als een lineaire

combinatie van de functies ¢n(x)o
f(x) = c1¢1(X) + c2¢2(x) + so0 + cn¢n(x) 4 o000

b

c, = I f(x)¢n(x) dx (n=1,2,000)

a

cy heten de Fourierco&fficidnten van f(x) t.o.v. het orthonormele
stelsel {¢n(x)}o
De formele reeks
o o b
£(x) ~ Jepo (x) = n};1¢n(x) I £(g)e_(£) ag

n=1
a

heet de gegeneraliseerde Fourierreeks van £{x)o.
Als er geen functie uit de beschouwde functieruimte bestaat die
orthogonaal is t.0.v. elke ¢n(x), heet het systeem {¢n(x)} volledig,

Het systeem {VA% cos 3%5

val (0,L), maar niet volledig.

} (n=1,2450.) is orthonormasl op het inter=

Niet elke functie kan voorgesteld worden als een lineaire combinatie
van deze functies.
Het systeem {sir nmx} (n=1,2,...) is orthogonaal, maser niet

volledig op het interval (=1,1).

&
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"Approximatie in het gemiddelde" (Approximetion in the mean) .

Laat Kﬁ(x) voorstellen een eindige lineaire combinatie van m func.ies

van een orthonormsal systeem {¢n(x)} (n=1,24000,m3; & £ x £ b), dus

K (%) = 7,8, (x) + Yoo, (%) + ooo + Y 8 (x)

We willen de waarden van de constanten YisYpscoesYy 20 bepalen,

dat Km(x) de beste approximatie in het gemiddelde geeft van een ge-
geven functie f£(x).

Hiermede is bedoeld de approximatie in de zin van de methode van de

kleinste kwadraten.

De waarde van de integraal
b

I= I (2(x) - K ()} ax
a

moet zo klein mogelijk zijn.
Het resultaat is neergelegd in de volgende stelling:

De Fourier-co&fficisnten van een functie f£(x) t.0.v. een orthonor-
maal stelsel ¢1(x),¢2(x),o°°,¢m(x) zijn die co8fficiBnten waarvoor
een lineaire combinatie Km(x) van deze functies de beste approxima-
tie in het gemiddelde is van f(x) in het fundamentaal-interval (a,b).
Uit het bewijs volgt de ongelijkheid:
b
2 2 2 2
C1+02+oco+cn§If(X)dXO
a
v 2
Het rechterlid is onafhankelijk van n. De reeks E e, convergeert
- n=1

en

b
2 < 2 o .
Y e = | fi(x) ax (Ongelijkheid van Bessel) o
n=1
a
Bovendien volgt hieruit dat de Fourier-co&ffici&nt van elke functie
t,0.Vo een orthonormaal systeem {¢n(x)} tot nul nadert;

lime_ =0
n-+w
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Gesloten en volledige stelsels

Laat Sm(x) zijn de parti&le som van de gegeneraliseerde Fourier-reeks
van £(x) t.0.v. een orthonormaal stelsel functies {¢n(x)}, n=1,2,000 =

Men zegt dan dat Sm(x) "gemiddeld" convergeert tot f(x) indien

b

(1) L I {E(x)-Sm(x)}gdx = 0.
‘ a

Notatie: L.i.m. Sm(x) = £(x).
Als (1) geldt voor elke f(x) van de functieruimte, dan noemt men het
stelsel {¢n(x)} gesloten,
Een rij Sm(x) kan gemiddeld convergent zijn, zonder convergent te
zijn in de gewone zin. Omgekeerd is een rij Sm(x) die in (a.b) con-
vergent is in de gewone zin niet noodzakelijk gemiddeld convergent.
Echter geldt de stelling:
Als een reeks u1(x) + ue(x) + ... in (a.b) uniform convergeert tot

f(x), dan is ook de reeks gemiddeld convergent met f(x) tot som.

Voor elk gesloten systeem geldt de gelijkheid van Parseval:

o b
) cn2 = £ £2(x)dx
n=1

of ¥ (f,¢n)2 = N(f).
n=1

Stelling: Als het stelsel {¢n(x)} gesloten is, is dit ook volledig.

Ander type van orthogonaliteit

Een stelsel {gn(x)}(n=1,2,°ee) is orthogonaal op een interval (a.b)

t.0.v. een gegeven gewichtsfunctie p(x), indien

b
l px) gm(x) gn(x)dx = 0 voor m#Ffn (m,n=1,2,¢00)0

Het linkerlid stelt in dit geval het inwendig product voor van

gm(x) en gn(X)

b
N(gn) = (gn,gn) = L p(x) gnz(x)dx (n=1,2,000)0
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1
Door vermenigvuldiging van g, met {Ngn}_z, kan men het orthonormale

stelsel verkrijgen.

Voorbeeld., De Tschebichef polynomen

Tn(x) = cos(n arc cos x), To(x) =1 (n=1,2,000)

1
2n-1

{Tn(x)} is orthogonasl op interval (-1,1) t.0.v. de gewichtsfunctie

p(x) = (1-x2)"2,

Een andere uitbreiding van het orthogonaliteitsbegrip vindt men bij
complexe functies van een redle veranderlijke (a <x <b). Een stelsel
{gn(x)} (n=1,2,000) met

gn(X) = un(x) + ivn(x)

heet orthogonzsal in de zin van Hermite als

J gm(x) gn(x)dx = 0 voor m#n,
waarin g _(x) = u_(x)=iv_(x).
- n n n b
Genormeerd als f gn(x) gnzx5dx = 1, doWoZo als
a
o 2 2
f {un (x) + v, (x)}dx = 1 voor elke n.
a

Voorbeeld: (e} s D¥1,2,000 o

Orthogonale functies voortgebracht docr differentiaalvergelijkingen

2 2
Vergelijking van de trillende snaar: (3{% = a2 2—%-9
dt ox

Door separatie van de veranderlijken komt men tot de gewone dif-
ferentiaalvergelijking -
"(x) +AX(x) = O met

randvoorwaarden X(0) = 0, X(L) = 0.

F3
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Men vindt X = C sin VX x. Oplossingen als

2
=2 g (n=1,2,.0.), en de oplossingen zijn
L
. nmx
CnSln =5 3

die een orthogonaal stelsel vormen.

Uitbreiding. Beschouw de d.V.
" ] =
X"+ £ ()X + [£,(x) + A3f3(x)] X=0
f1(x), fg(x) en f3(x) zijn gegeven functies, A is een constante.
Vermenigvuldigt men met
olx) = ST1(xlax,
dan verkrijgt men de vorm

(2) L) £ + [ex) + amx)]x = 0.

Verg. van Sturm-Liouville

Randvoorwaarden:

(3) a1X(a) + a2X“(a) =0, b1X(b) + b2x9(b) = 0,

al,a29b1,b zijn constanten.

2

Onder vrij algemene voorwaarden voor c¢e functies p,q en r kan aan-

!9A2’000
bestaat, waarvoor het Sturm-Liouville probleem een oplossing Z O

getoond worden-dat er een discrete rij van eigenwsarden A

heeft. Deze oplossingen heten eigenfuncties. Men kan bewijzen dat

het stelsel van deze functies {Xn(x)} (n=1,2,...) orthogonaal is
op het interval (a,b) t.0.v. de gewichtsfunctie p{x). Verder kan
men santonen, dat elke functie f(x), gedefinieerd op (a.b) en vol-

doende aan bepaalde voorwaarden kan voorgesteld worden door zijn
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gegeneraliseerde Fourierreeks, behorende bij dat orthogonaal stel-
sel., DoWozo als {¢n(x)} het _orthonormale stelsel is van {Xn(x)}

dan convergeert de reeks | c, ¢n(x) met
n=1

c = iu p(x) f(x) ¢n(x)dx tot de functie f(x).

Als r(a) = r(b) zijn bovenstaande beweringen geldig als (3) wordt

vervangen door de randvoorwaarden

X(a) = X(b), X'(a) = X*(b),

de periodieke randvoorwaarden genaamd.

We bewijzen nu de volgende stellingen

Stelling. Stel de co&fficiénten p,q en r in het Sturm-Liouville
probleem zijn continu op [a,B] s €n An}xn zijn twee verschillende
eigenwaarden met bijbehorende eigenfuncties Xm(x) en Xn(x), waar-
van de afgeleiden Xm”(x) en Xn“(x) continu zijn. Dan  zijn Xm(x)

en Xn(x) orthogonaal op (a.b) t.o.v. ¢e gewichtsfunctie p(x).

i

Bovendien: als r{a) = O kan de voorwacrde a]Xl(a) + aQXV(a) =0

X'(b) = 0, In-

vervallen; als r(b) = 0 de voorwaarde b1X1(b) + b

2
dien r(b) = r(a) verkrijgt men de periodieke randvoorwaarden.

Stelling. Als bovendien p(x) definiet is op (a,b), dan is elke

eigenwaarde van het St.L. probleem refel.
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Polynomen van Legendre

Als illustratie van de volgende theorie zal ik de polynomen van
Legendre gebruiken. Daarom eerst de algemene eigenschappen van deze
polynomen.

Uit de potentiaaltheorie is bekend dat de potentiaal in een punt P
met bolcodrdinaten (0,0, in de vrije ruimte tengevolge van een

eenheidsmassa in Qlp',0",4") gelijk is aan

-};= ! waarin r=PQ, 2=y, cos y=u. (y= /POQ).

] b}
pf V1—2ﬁu+u2 e

We gaan-% ontwikkelen in een machtreeks naar u. Voor |2uu-u2| <1
vinden we
1

4 1—2uu::é

. — 103000-0(2n‘1) -—
waarin an - 2nhooonoeoe2n 4 o - 1 °

2 2,2
= o+ a1(2uu-u ) + a2(2uu-u ) 4 eee

We maken hiervan een machtreeks in u. Voor |u| < ¥2- 1 geldt dan:

(1) e = P_(u) + P,(u)u + Pz(u)ue + P3(u)u3 +oues

14 1-2uu+u2

waarin Pn(u) de Legendre polynomen voorstellen

P () = 15 P (u) = u; Py(w) = 3u®~ D) Po(u) = 3(5u° - 3u);
Eﬂ 1 (2n-2k~-1) k  n~2k
2 aiaooa I ewg Komm (_1) un-

k=0 2" k! (n-2k)!

Pn(u)

1e30000(2n=-1) | n  n(n=-1) n-2 . n{n-1)(n-2){(n-3) n-4
n? R e o FER R b

. de . .
Pn(n) is een veelterm van de n ~ graad in u, even functies voor even

graad, oneven functies voor oneven graad.
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Voor lul < Hq < /2 -1, =1 <u < 1geldt

n = g - ”
(1"21111"'1.(2)3/2 P1(u) + 2P2(u)u + 3P3(u)u P
Verder geldt
u - u = (u=p){P (u) + P.(u)u + o0ol
(1-2up+u?) /2 o :

maar ook (1-2uu+u2){P1(u) + 2P2(u)u-+ 3P3(u)u2-+.e.}

Gelijkstelling van de co&fficiénten van u" levert de recurrente

betrekking:

(2) (n+1)P () = (2n+1)uP (u) + nP _,(u) =0 .
P (1) =1, B(-1) = (=1)%; B, _,(0) = 0, P, (0) = (~1)%_ .

Door differenti8ren kan men afleiden de betrekking

(3) nP (u) = wp!(u) = P! ,(u) ,

en uit (2) en (3) de differentisalvergelijking voor de Legendre poly~-

nomen:

(1-u2)P;;(u> - 2up!(u) + n(ne)P_(u) =0 o

Uitdrukking van L-P als trigonometrische veeltermen

1 1 _
; 1=-2up+u ; (1-pei¥) (1-pe™1Y)

iy 2iy 2 =iy =21y 2
(ao +ajey 4 oage” T+ eo.)(ao +ae u+oae U 4 ee)
1y ~1Y
met u = cos Yy = £ ; S °

Deze reeksen convergeren voor |u| <1,
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Hieruit leidt men af.

Pn(u) = 20 0 cos ny + 2u,0 , COS (n=2)y + 2a,0 _, COS (n=b)Y + .oo

Pn(u)l bereikt het maximum voor Y =0, dus voor re€le u in het
interval (=1,1) voor u =1,

Dit maximum is gelijk aan 1.

De reeks in (1) is convergent en gelijk aan de gegeven functie; niet

slechts voor |u| < v2 -1, maar voor alle |u|<1.

Orthogonaliteit

Elke veelterm in x kan men in polynomen van Legendre uitdrukken.

Uit de d. verg. van. Legendre kan men op eenvoudige wijze de ortho-
gonaliteit van de L.P. bewijzen met als gewichtsfunctie p(x)=1 en

interval (-1,1)

—d Py k.

Pm(u) Pn(u)du = 0 (m#n).
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We wvonden

Pg(u) - ng_ (u) = nPn¢1(u)

1
en uit (10, (3)) met n-1 i.p.ve n

uP;_!(u) - Pﬁ_z(u) = (n—1)Pn_1(u)

zodat
Pﬁ(u) = (2n—1)Pn_1(u) + P£—2(u)
Pé_z(u) = (2n~5)Pn_3(u) + Pé_h(u) , €nz.
(1) Pé(u) = (2n—1)Pn_1(u) + (2n—5)Pn_3(u) + (2n—9)Pn_5(u) + vo0 e

De som breekt af met 3P1 als n =even en met PO als n=oneven,

1
Grootte van J Pi(u) du .
-1

4.
du

{Pn+1(u)Pn(u)} P£+1(u)Pn(u) + P (u)Pé(u) =

n+1

Pn(u){(2n+1)Pn(u) + (2n—3)Pn_2(u) + coo} *+

+

P (@) {(en=1)P _(u) + (20-5)P g (u) + ...} =

(2n+1)P2(u) + product van verschillende P's .
n

Na integratie
1

i 1
Pn+1(u)Pn(u) ‘ = (2n+1) I Pi(u) du , waaruit volgt
1 -1

1
2 _ 2
I Pn(u) du = z—==
-1
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Het systeem ¢n(x) = Vn+i Pn(x) (n=0,1,2,..,) is dus een

orthonormaal systeem op het interval (=1,1)0

Deze orthogonaliteit op het interval karakteriseert volkomen de L.p.
onder al de andere polynomia, zoals we zullen zien uit de volgende
algemene beschouwing.
We merken op dat het systeem van de machten van x: 1, x, x2, x3, seo
in geen enkel interval een orthogonaal systeem vormt, zelfs niet met
een gewichtsfunctie p{x) erbij.
We beschouwen een systeem van orthogonale polynomia op het intérval
(a,b):

' Po(x), P1(x), ves Pn(x), cse

. waarvan de graad van Pi(x) gelijk is aan i. De gewichtsfunctie

zij p(x).

Elke macht x kan lineair en eenduidig met behulp van Po(x)ouoPn(x)
uitgedrukt worden. Dus elk polynoom Hn-T(x) van een graad £ n-1 kan

eenduidig in de vorm gebracht worden:

il (x) = COP

0t (x) + c1P1(x) + ¢oo + ¢ P _(x)

0 n-1"n-1

met constante coefficiénten ¢, C,5 500 s C
-0 1 n-1

Dus voor r 2 n

b

[ p(x)1 . (x)P (x) dx =

@ v b

¢, J p(x)P(x)P (x) ax + eev + e f p(x)P,_ (x)P_(x) ax = O,
a a

Elk van de veeltermen Po(x),o.b,Pn(x) is met elke veelterm van
lagere graad orthogonaal,

Hieruit kan men de belangrijke stelling afleiden:

Stelling. Is Po(x), P1(x),.°a een systeem van orthogonale polynomen
met gewichtsfunctie p(x) op het interval (a,b), en is de graad van
Pn(x) gelijk aan n (n=0,1,2,...), dan is elke Pn(x) op een constante

factor # 0 na eenduidig bepaald.
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{Pn(x)} als een volledig orthogonaal stelsel.

Stelling. Op het interval (-1,1) is het stelsel van L.p. Pn(x)
(n=0,1,2,...) volledig t.o0.v. de klasse van alle functies die

met hun eerste afgeleiden stuksgewijze continu zijn in (=1,1),

Hieruit leiden we af:

De enige waarden van A waarvoor de vergelijking
d 2 dy
Provtey - + =
dx t(1-x )dx} Ay 0

een niet-triviale oplossing heeft met een continue eerste afgeleide

in het interval -1 2x <1, zijn:

A =n(n+t1) (n=0,1,2,000) &
De macht x° kan men schrijven als

m:
x =AP(x)+A P o (x)+ .0 +T ,

2

waarin T een constante AO is als m even is, en T = A1P1(x) als m
oneven is.

Om de waarden van de constanten Am te vinden, vermenigvuldigen we

2j
met P 2j(x) en integreren over (~1,1). We vinden dan

i
.2
J memazj(X) dx = Am~25 I {Pm-2j(X)} dx

waaruit volgt
1

_ . m
(2) Apopy = (2m-bj*1) J X P o
0

(x) dax .
Men kan nu bewijzen
1
r =
[ X Pn(x) dx =
0

r(r=1)cesccocee(r=n+2)

(r+n+1) (r+n~1) . .. (r=n+3) (n=2,3,.0)

geldig voor r > -1 als n=even

r > =2 als n =oneven.
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De integraal in (2) heeft dus de waarde

9
m(m-’)eoooaaoaeoe(zj"'z) m‘

(Bn=23+1) (2m-2-1) 00 . (2343)

103050 ¢ (2m=23+1) .29, 5!

De ontwikkeling voor x° (m geheel > 0) is dus

m _ m} ‘ 2m+1
X = T35 (2w ) [(2m+1)P (x) + (2m-3)== B o(x) +
(2m+1) (2m=1) )
+ (2m=T) 5T Pm_h(x) + oo J .
Voor de beginwaarden hebben we
2 _2 1
1= Po(x), X = P1(x), x° = §-P2(x) + §-Po(x),
3 _ 3 L_ 8 L
x” = 5 (x) T P1(x), x 5 Ph(x) + = 7 (x) *z Po(x) o
Voor -1 £ x £ 1 is reeds afgeleid |Pn(x)l 21
Hieruit en uit (1) volgt dan
IP' (x)l < (bn=1) + (kn=5) + oco + 3 = n(2n+1) ,
IP2 +1(X)| < (bn+1) + (kn=3) + ... + 1 = (n+1)(2n+1)
2
Dus lP' (x)] (2n)? . |P2n+1(x)l < (2nt1)<
dus voor =1 < x < 1 geldt |P£(x)l < n? (n=0,1,24000)0

Op dezelfde manier leidt men af: in(x)l < nh; IPﬁkzx)l <

Stelling. Voor =1 < x £ 1 zijn de waarden van de functies

IP (x)], |P'(x)!, ! ]P;(x)l, s0s TNOOit groter dan 1.
n
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De reeks ) AnPn(x),
n=0

wagrin Pn(x) de L-polynomen voorstellen, en

A= 2n+1

1 )
Sl f f(x)Pn(x)dx (n=041,25000)

=1

heet de Legendre-reeks, behorende bij f(x).

Stelling Is f(x) begrensd en integreerbaar in het interval
-1<x<1, dan geldt dat voor elk punt x dat inwendig punt is van
een subinterval waarin f(x) van begrensde variatie is, de Legrendre-

reeks, behorende bij f(x), convergeert tot Te(xN)+e(x™)]  doweze

1[e(x+0)+£(x=0)]= ] AP (x). (=1<x<1)
n=0
Def., Een functie heet van begrensde variatie in een interval (a,b),
als er een constante A bestaat, zodanig dat voor elke willekeurige
verdeling van het interval (a,b)

a<x,<x.< <x <D
1 2 e 0@ n-‘.‘

de volgende ongelijkheid geldt:
|f(a)-f(x1)|+|f(x1)nf(x2)|+o°°+[f(xn_1)nf(b)| < A,
Is f(x) een even functie, dan geldt

3[£(x+0)+£(x=0)]= A +A P, (x)+8)P) (x)+e oo

met 1

A= 2n+1) [ £(x)P_(x)dx (n=0,2,b,...)3
n 0 n

is f(x) een oneven functie, dan geldt

%[f(x+0)+f(x-0i]=A1P1(x)+A3P3(X)+oao
met

1
An=(2n+1) é £(x)P_ (x)dx (n=1,3,55000)0
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We keren terug tot het algemene geval van orthogonale polynomen
Pn(x) op een interval (a,b) en met gewichtsfunctie p(x), en be-

wijzen de

Stelling De nulpunten van Pn(x) (n=0,1,24000) zijn alle reeél,ver=-
schillend en liggen in het inwendige van (a,b)e
n
. de - - .
Stelling De n  partigle som Sn(x)~ ) akPk(x) van de Fourieront-

K=0
wikkeling van een continue functie f(x) t.o.v. het stelsel van ortho-

gonale polynomen Pn(x), heeft temminste in (n+1) punten dezelfde waar-
de als f(x). Deze stelling vindt toepassing in de numerieke analyse,
zoals we zullen zien.

We zullen bewijzen:

Elke interpolatieveelterm met A(xi)=B(xi)=f(xi) (i=1,25000,n) van de
graad £ 2n-1, geeft dezelfde approximatie integraal [ p(x)A(x)dx=

b a
| p(x)B(x)dx als de eenduidig bepaalde veelterm van de graad (n=1),
a

Recurrente betrekking voor de algemene orthogonale polynomen

Is k de co&fficient van Pn(x)
o Pr =1
Pn(x) k X +kiX *ooo (kn#O)
en ké de volgende co&fficient, en is

b o
h = £ p(x) {Pn(x)} dx (n=0,1,2,000),

dan geldt de recurrente betrekking:

Pn+1(x)=(Anx+Bn) Pn(x)ncnPn_1(x) (n=142,000),

met constanten An’ Bn en Cn gegeven door

? ) )
A= kn+1 B =A ( n+1 _ kn) C = Anhn
n k * n'nk k‘’*"n A .h .°
n n+1 n ne1 nel
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Voor Legendre-polynomen volgt hieruit de recurrente betrekking
(10,2).

We bewijzen de sommatieformule van Christoffel-Darpoux:

4
n ;K Pnﬂ(x)Pn(y)'-Pn(x)PnH(y) ,
§ =P, (x)P,(y)= — o (xty)
2 o h. "1 1 h k
i=0 "1 n  n+l Xy

Voor Le-polynomen volgt hieruit:

n

R _ n+l
izo (21+1)Pi(x)Pi(y)— o {Pn+1(X)Pn(y)'Pn(x)Pn+1(y)}°
Uit (1) kunnen we de ongelijkheid afleiden, door x-y=z te stellen

en daarna z -+ 0 te nemen:

k
n 1 Pt '
Ko+ [Pn+1pn(x) P n(X)Pn~l-1(x)":| > 0

Met deze ongelijkheid bewijzen we de stelling:

Stelling De nulpunten van twee opvolgende orthogonale polynomen

Pn(x) en Pn+1(x) scheiden elkaar.
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~ De formule van Rodriguez

We beschouwen de functies:

_ 1 n n _
- F (x)= 20y ° {p(x)X"} (n=1,2,000)
Fo(x)E 1.

X is een veelterm van de graad S 2, en in het geval van een eindig
interval (a,b) gegeven door:

¥X=(b-x)(x~a) (a,b redel, a<b).
In het algemeen is voor een willekeurige p(x) de Fn(x) geen veelterm,
Is dit wel zo, bijv. als p(x) =1, en is Fn(x) zelfs een veelterm in
x ven de n°° graad, dan zijn Fn(x), afgezien van een constante fac=-

tor, gelijk aan de orthogonale veeltermen Pn(x) die behoren bij de

gewichtsfunctie p(x) en het interval (a,b):

(2) P (x)= g Fo(x)= gy O (X7}
n n

Dit is de algemene formule van Rodriguez.

Dat Fn(x) een'veelterm>is, geldt voor alle klassieke orthogonale po-

lynomen, d.z. de Jacobi (Legendre), Laguerre en Hermite-polynomen.

We willen eerst vaststellen onder welke veronderstellingen over de
p(x) de functies Fn(x) veeltermen zijn, en wat er voor (1) in de
plaats komt als niet beide van de uiteinden van het interval (a,b)
eindig zijn.

Is FT(X) een lineaire veelterm, dus

5?%7 D{p(x)X}= ET%T p'(x)X+X'= Ax+B, dan is

3¢ 2%
A +B
p'(x) _ Ax+B-X' _ _x - a B
p(x) X (b-x) (x-2) ox | %ea * P

1n p(x)=a 1n(b-x)+B ln{x=-a)+ln(C)

(3) p(x)=C(b=x)(x-2)",
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waarin a,B en C reélebconstanten zijn. p(x) moet integreerbaar zijn

dow.z. de integraal f p(x)dx moet bestaan,en dit is slechts het ge-
a

val als o> =1,8> =1,

Is omgekeerd een gegeven gewichtsfunctie p(x) van de gedaante (3)

met o> =1,8>=1, dan isyFn(x) een veelterm van de graad n, zoals men

met de formule van Leibniz gemakkelijk kan bewijzen.

Bewijs van de formule van Rodriguez

Dit berust op het feit, dat de orthogonale polynomen, op een con-
stante factor na, eenvoudig vastgelegd zijn door p(x) en het inter=-
val (a,b). We zullen bewijzen dat Fn(x) orthogonaal is met alle veel=-
termen van lagere graad.

Zij Hn_1(x) zulk een veelterm, dan geldt

b
f p(x)Fn(x)Hn_1(x)dx= J Hn_T(x)Dn{p(x)Xn}dx
a

i

(-1)" ? 1) (1) xPax=0
. n=1 °

Van de polynomen van Legendre is p(x) =1, aZ-1,b= +1, en vinden we de

formule van Rodriguesz:

7ij nu b= «, dan stellen we X=x-a op analoge wijze als boven vine

den we dan

p'(x) _ AxB” _ % o
px) X8 x-a °

en

o(x)=e® X(x-a)®,

waarin A” en o re8le constanten zijn en o > =1, Ook hier is gemakke-
1ijk in te zien dat F (x) een veelterm in x is van de graad n. Zon=

der de algemeenheid te schaden kunnen we aannemen IA | 1, daar we

X
|2%|

anders de transformatie x- toepassen, en dit verandert niet

£
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essentiBel aan de vorm van p(x),Vgor positieve A" is p(x) geen ge-

wichtsfunctie, daar de integraal | p(x)dx dan niet bestaat. Zij
a
% -
dus A = -1, dan is p(x)=e *(x-a)%

Het bewijs ven de formule Rodriguez verloopt dan geheel als bij een

eindig interval.

Tenslotte zij a=-©, b=, In dit geval stellen we X= 1, en dus is

E9(}() = Ax+B, p(x)=e%Ax2+Bx+C
p(x)

met willekeurige C. p(x) is slechts gewichtsfunctie als A negatief

is, dus A=-h?, We hebben dan %Ax2+Bx+C=-%(hx-r§)2+%(%)2+Ce
Door de substitutie (hx—*%)e-x, wordt p(x) in de vorm gebracht:

2
e "'1X
p{x)=C e 2 s

@

S
en we kunnen weer kiezen C =1,
Ock in dit geval is Fn(x) weer een veelterm in x van de graad n, en

is de formule van Rodriguez weer te bewijzen.

. . _ 1 n n
Samenvatting., De functie Fn(x)—-STET D {p(x)X"}

met :
(b-x)(x=a) voor |a|< =,|b| <=
X= X=8 voor |a|< w, b=
1 voor wg=h=w,

en een gewichtsfunctie p(x) in het interval (a,b), is dan en slechts
dan een veelterm in x van de graad n, als p(x), afgezien van multi-

plicatieve constanten 6f eenvoudige x-transformaties, gegeven is door

(bex) % (x-8)® met a>~1, 8>=1, voor |a| €=, |b|cw

p(x)= e ¥(x-a)®  met a>-1, voor |a|lcwe, b= =
142
e 2 s Vvoor =a = b = o,

Als dit het geval is, dan zijn de veeltermen Fn(x) t.0.v. de gew=

wichtsfunctie p(x) orthogonaal.
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De Gammafunctie

We defini&ren de Gammafunctie als

®
Mz) = [ e %% Tat .
0

Deze oneigenlijke integraal bestaat voor Re z> 0. We zullen ons voor-
eerst met re&le z bezighouden. De betekenis van de I'-functie berust

op de eenvoudige functionaalvergelijking
I'(z+1)= 2T(2).
Wegens I'(1)=1 volgt hieruit dat de [I=functie voor natuurlijke getal-
len de faculteits=-functie voorstelt
I'(n+1) = n!
Met behulp hiervan is de I' functie ook voor negatieve z te definieren.

Definitie. Is z een niet-positief getal # 0,=1,-2,... €n is n een

positief geheel getal met -n<z< -n+1, dan defini&ren we T'(z):

T(z) - I'(z+n) 3

z(z+1)=(z+n=1)

Ook hiervoor geldt T'(z+1)=zT(z).

Men bewijst gemakkelijk de volgende eigenschappen van de I-functies:

1im TI(z)= =, lim T(z)==e, lim T(z) =
240 ) 240 Z-+©

Voor z!# 0y=1,=2,00.. gelden de betrekkingen

Z

r(z) = lim nn ¢
> z(z+1)...(z+n)
z
=CZ §§
r(z) = £ T e
“n=t 142
n

{Cc is de constante van Euler).
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Een generslisatie van de I'-functie voor redle waarden van z is de
analytische voortzetting van deze functie voor complexe waarden van
z. T(z) is een analytische functie van 2z, en heeft alleen polen
voor z=0y=1,=25=35000

Ook hiervoor geldt de functionaalvergelijkings

r'(z+1) = z(z)

Verder geldt de functionaalvergelijking

m

Mz)r(1=-z) =
sinnz

voor z=} vindt men T(2)=/7.

Verdubbelingsformule (Legendre).

2%=1

r(2z)= n-%Z r(z)r(z+3)

De Bé&tafunctie

1
De integraal [ 1;7‘7“1(1=-rt,)w’"1 dt heeft betekenis voor Re z >0,
0
Re w >0, We definieren hiervoor

7
(1) B(z,w)= [ 271(1-t)"Tat
0

(naam te danken aan Binet (1839)).

Betrekking tussen I' en B-functies

B(Z,W)= P(Z)F(W)
T (z+w)
Uit (1) volgt:
%" 221 2w=1
| (sing)*" (cos¢) d¢ = 3 B(z,w).
0



5 y Iea)r@3) . 8
r(s2) 315

Van grote waarden van z heeft men de asymptotische betrekking:

¢ dé= 2B(23,3)=

1n )
Toepassing ? sin ¢ cos
0

1
I'(z) e /o 227272

of

1
- n+i =
n! = nl(n)e~/3m" 2e™0

(formule van Stirling).

Hypergeometrische functies

a,b,c zijn willekeurige constanten, ¢ # O,=1,-2,000 o

De volgende reeks heet de hypergeometrische reeks (Gauss):

ab ., alat)blbr1) 2,

(2) 1+ ‘
c(e+1)2! c(e+1)oo.(c+n=1)nl

Veor a=1, b=c, verkrijgt men de meetkundige reeks. Voor afkorting ge-

bruikt men de volgende notatie:

(z) = I'{z+n)

= (z+n=1)(2+n=2) 0. (2z+1) 2.
n I'(z)

(n geheel positief)

De reeks (2) kan men schrijven als

©  (a),(®),

Met het convergentiekenmerk van d'Alembert bewijst men dat de con=-
vergentiestraal van de reeks gelijk is aan 1. Convergentie voor |z|<1,
divergentie voor |z| > 1,

(a)n(b)n v ) n
eny = z Anz
(c)nng n=0

Stellen we An=

dan is

N ala+1),..(a+n=1)b(b+1)c..(b+tn=1) P
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#2232
- v n=1 _ ot n
y'= ) DA z = ) (n+1)An+1z ’
n=1 n=0
v 2 _ v 1
_ n=2 _ n-
yii= ) n(n~1)Anz = Z n(n+1)An+1z s
n=2 n=1

A+l (a+n)(btn)

An ~ (ec+n)(n+1)

of (a+n)(b+n) A= (c+n)(n+1)An+1°

° o n 2 o
Door vermenigvuldigen met z~ verkrijgen we:

abA 204z (a+b)nA 22 4270 2% Pec(n+1)A_ 2 +an(n+1)A .z
n n n n+1

N1
n+1 '

of

o0 (-] (e

7 aba _z"+z(atb+1) | nA 2" +22 § n(n-1)a_z"
n n n

n=0 n=1 n=2

1 =2

- v n T n=1
=c ) (n+1)An+1z +z ) n(n+1)An+1z
n=0 n=0

of

aby + z(a+b+1)y“+z2y“° = ¢y’ + zy'' of

z(1=2)y' '+ {c=(a+b+1)z} y'-aby = 0.

Dit is de hypergeometrische differentiaalvergelijking.
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VIII Speciale functies

- Bubstitueert men in de differentiaalvergelijking

dan gaat deze over in

z(1=z)u’ "+{2=c=(a+b+3=2c)z}u'={(a+b=c+1)( 1=c)+ab}u=0.
Stelt men 2-c=c?, a=ctl=a’, b=c+1=b', dan verkrijgt men
z{1=z)u' "+{c'=(a'+b'+1)z}u"=a'b 'u=0,

en dit is weer een hypergeometrische differentiaalvergelijking.

We hadden verondersteld c#0,=1,=2,... als we nu bovendien eisen dat

¢ geen natuurlijk getal is, dan is 2-c=c'#0,=1,=2,,., en is de hyper=
geometrische reeks, semengesteld met a’,b',c' een oplossing van de
vergelijking. Noemen we de functie die verkregen wordt door analytische

voortzetting van de hypergeometrische reeks de hypergeometrische funce

tie F{a,bjc3z}, dan zijn de functies F{a,b3c3z} en 2.1'”c F{a’,b"3¢c";2}
twee oplossingen van de hypergeometrische vergelijking, welke lineair
onafhankelijk zijn (laat z = 0J). De algemene oplossing heeft dus de

vorm

y= AF{a,bjc3z} + Bz1°cF{a“,bV;c";z} , of

(1) y=AF{a,bjcjz}+ Bz1°cF{amc+19 b=c+1; 2-cj3z} ,

met willekeurige constanten A en B.
Fla,bjc3z} verliest zijn betekenis als ¢ een van de getallen 01,2,...

is. Dit is niet het geval met het quotient (als limiet)

M = F*{asb;cgz}a
r(e)

Stel c#tl-m met m=1,2,3,.., dan is
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® (a) (b) n
. Fla,bsciz} . n‘n z
1im ERLILT AT L Z . =
e>l-m I'(ec) c*l=m n=0 T(c+n) Re
- @ (a)n(b)nzn ) § (a)n(b)nzn ) E I'(a+n)T'(b+n)z"

- n=0 T'(n=m+1)n! n=m T(n-m+1)n!{ n=m T(a)l(b)l(n-m+1)n!

® P(a+m+n)F(b+n+m)zn+m (a) (b)
= 22 ™ {atm, bHmgm+isz),
n=0 I'(a)r(v)r(n+1)(n+m)? m}

Voor gehele ¢ is (1) geen algemene oplossing meer, zelfs niet als

% 3%
men F{a,bjc3z} door F {a,bsc3z} vervangt, daar F {a,bsc;z} en

" z1'cF{a-c+19b-c+1;2~c;z} niet langer lineair onafhankelijk zijn.

Nu substitueren we in de hypergeometrische differentiaalvergelijking

y=(1_z)0na-bu’
dan verkrijgen we na berekening:
z(1=z)u''+{c=z(2c+1=a=b) }u’=(c=b)(c=a)u=0,
welke voor a'=c=a,b'=c-b,c'=c overgaat in
z(1=z)u’ "+{c'=(a'+b'+1)z}u'~a’v’'u=0,
met oplossing
u=F{a’,b';c'32}= Flc=a,c=bjc;z}.
_Z)c-a-b

Dus (1

‘en kan dus geschreven worden als

F{c=a,c=bjc3z} is een oplossing van de hyp. geom., d.v,

F{c=a,c-bjcsz}l= AOF{a,b;c;z}+ B z1“cF{anc+1,b-c+1;2—c;z},

(1_Z)c~a-b 0

0 en Boo

De functie in het linkerlid heeft in punt z=0 de ontwikkeling

met geschikt gekozen constanten A

(e=a){c=b) _ 2
D"(C"&"b)z"'ooj L1+ ""_—_'E“m Ztooo —1+k1x+k2x +ooog

en de functie in het rechterlid

a=c+1) (b=c+1)
2=

A [+ %—b- Z4ooo +Boz1"c[1+ ( Z¥ooo o



28
VIII

Hieruit volgt AO=1 en BO=0 en de belangrijke zelftransformatieformule

voor de hypergeometrische functie

Cwg8=b

(2) Fla,bjecszl= (1-2) F{c=a,c=bjesz} -
Om

continuiteitsredenen geldt (2) ook voor gehele ¢ > 0. Voor ¢=0,=1,=2,,.
worden beide leden oneindig. .
De formule geldt als men de F vervangt door de corresponderende F*o

Nu substitueren we z=1-f, y=y; waardoor de hyp.geom. d.v. overgaat in
E(1=E)y"' "+ [at+b=ct1=(a+b+1)E |y ~aby=0,

Door nu te stellen a'=a,b'#b,c'=a+b-c+1, is de vergelijking weer een

hyp. geom. vergelijking met oplossing F{a,bjatb=c+1;1=z},

De algemene oplossing wordt door de substitutie E=lwz

y=A1F{a,b;a+b-c+1;1-z}+B1(1—z)c~a'bF{c~b,c—a;c-a+b+1;1-z} nits
c-a=b # geheel getal,

We substitueren eerst z=% en daarna y=€e‘u° De hyp. geom, d.v. wordt
dan

2
5(1-5) +{a-b+1-€ (23+2-c)} -a(a-c+1)u=0a
dg

Door nu te stellen c'=a-b+1, a'=a,b'=a-c+! komt men tot de opléssing
2" %F{a,amct1ja~b+1; %‘} en

‘de algemene oplossing wordt:

v= Az %F{a,a=c+lja-b+1; 1& + B z'bF{b,b-c+1;b-a+1; 140
2 Z Z

2
Op soortgelijke wijze vindt men door te substitueren: z= 15 s Z= EE .
VA g1 * drie andere voorstellingen van de algemene oplossing. Dus to=-

g
taal 6 voorstellingen met 12 particuliere oplossingen. De eerste 6

zijn bijv. F{a,bjec;z}, z1-cF{a-c+1 yb=c+132-c32},
F{a,bja+b=ct+ljl=z}, (J-z)c-a”bF{c-b c-a; c-a+b+1 s1=z},

AZfaF{a,a-c+1;a-b+1y%}, 7 F{b,b-c+1;b-a+1; ;&‘o

Uit deze 12 oplossingen kan men er tenslotte 24 verkrijgen door de

zelftransformatieformule toe te passen.



«29-

IX Speciale functies

Formules wvan Bolza

C=a~=b

(1) Fla,biciz)= A1F{a,b;a+b—c+1;1~z}+B1(1~z) F{c=-b,c-a}

c~a=b+131=2},
waarin

_ Me)I{c-a=b)

g = L{c)(atb~c)
17 T{c-a)T(c=b) ?

A 1= Ty o) °

Om dit te bewijzen maken we gebruik van de vergelijking:

I'(c)T{c=-a=b)

(2) Fla,bses1} = r=F7eh)

voor Re (c-a=b) >0 c#0,=1,=2,00 o

Deze formule zullen we laten bewijzen.
Door in (1) z=1 te substitueren en Re (c-a=b)> 0 te kiezen, vindt men

onmiddellijk A1n : ’
Pas daarna op het linkerlid van (1) de zelftransformatieformule toe,

a+b-c

en vermenigvuldig met (1-z) , dan verkrijgt men:

a+b=c
-2)

‘F{c-a,c~b;c;z}=A1(1 F{a,b;a+b-c+1;1-z}+B1F{c~b9c~a;c~a-b+1,1~z}

Kies Re(a+b-c) >0 en substitueer weer z=1, dan vindt men B1o
De betekenis van de formules van Bolza berust 0.8, op het feit, dat
men met behulp daarvan de hypergeometrische reeks over de rand van

de cirkel Iz] <1 analytisch kan voortzetten,

Integraalvoorstelling

‘ ! bet c=b=-1 a
Beschouw Jt27 (1) (1=zt) at, met |z < 1.
0

Deze integraal heeft betekenis van Re ¢> Re b >0,

Ontwikkel (1-zt)™% volgens de binomiaalreeks (|z] <1).

(1-z6)™%= T (39)(2t)% = (14 2ot + 2221) 22,

o (A P

Termsgewijze integratie is geoorloofd:

ki

1 o k 1
[ tb"1(1-t)c"b—1(1-zt)"adt= ) ala+1)=(a+k=1)z [ tb+kn1(1=t)c_b“1dt
0 k=0 0
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) a(a+1)£:(a+k~1) 2% B(b+e,c-b) =
k=0 °

Fla,bsc3zl},

_ E a(a+1)..(atk=1) I(b+k)I(c=b) k_ I(c=b)I(b)
T k0 k! I(c+k) - Tle

Dus

1
. T(e) D=1 Cob=1 -2
Fla,bscszl= HONCD)] g 27 (1-%) (1-2t)"%at

De hypergeometrische reeks is convergent voor Izl <1,
Men kan nu bewijzen dat op de rand van [zl=1 een voldoende voorwaar-

de voor absolute convergentie is .
Re (c=a=b) >0,
Volgens het theorema van Abel is dan als we z -+ 1

1
_1(e) . b1 Cmbe1 -a
Fla,bse;1}= vryFromgy Lin [ £77 7 (1-t) (1=-2t)""at

z+1 0
_ r(e) . b-1 cbea-1.. _  T(c)
STEesy [P (08T 6 = ey Bbee-b-a)
I'(e) T'(b)I'(c=b=a)

= r(b)f(e=b) ° I'{c-a) » zodat

I'(c)T(c=b=a)
T{c=b)I(c=a) °

Fla,bjc31}=

waarmede (2) bewezen is.

In dit bewijé hebben we gebruik gemaakt van de veronderstellingen

Re ¢ >Re b >0 en Re{c=-a~b)> 0,

Nu kan men bewijzen dat F{a,bjc31} een analytische functie is van de
parameters a,b en ¢ als ¢ # 0y=1,=2,.., en Re (c-a=b) > 0, Beide leden
van (2) zijn analytische functies van a,b en ¢, zonder de voorwaarden
Re ¢>Re b >0, Dus geldt (2) voor Re(c=a=b)>0, ¢ # 0,=1,=2,00 o
Verder kan men bewijzen:

#
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Voor |z| <1 is de functie F{a,bjc3z} analytisch in a,b en ¢ voor

alle eindige a,b en c, met als enkelvoudige polen c=0;=~1,=2,000

Speciale gevallen

Past men (2) toe met a=-n (n is een positief geheel getal) dan vindt
men

I'{(c)I'(c=b+n)
I'{c=b)T(c+n)

F{=n,bjc;1}=

= (C“‘b)(Cﬂb‘f‘] ) 00 (Cub+n°‘°1 )

TR ))] (gelijkheid van Vandermonde)

Voor z==1 en bovendien a=i+b-c vindt men voor de integraal in (2):

b b=l 2 cabnt 2
[ +77 (1=t%) dt. Stelt men 1=t“=u, dan gaat deze integraal over in
0
1 . 1
3 [ (1-0)22" 0PNy = 3 B(Ib,c-b)=p LlzRII(e=b) dus
0 I'(c=3b)

I'(c)r(3v)

F{14b=c,b3c3=1}= %°er5FZc=%b5

Van a=b=3, c=3/2 vinden we:

1
3 2, 1(3/2) dt . .
F{3,3:=32}= » en hieruit met de substitutie:
3 TR 5 Vo(1-22)

z2t = sin2¢:

1 .
= arc sin z

az a(a+1)22

Fla,bsbyzl= 1+ 53 + =5 ces = (1-2)7%,
1
F{1,1;2;52)= TT%%%%TT = | (1-2t)"lat = - éﬂéj;z> .

De formules van Bolza stellen eenvoudige relaties voor tussen F{a,bjc3z}

en andere hyp. geom. functies met in de plaats van z, zekere lineaire

&
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functies van z (bijv. 1=z, lwooc)o Men noemt deze lineaire transfor=-
Z

meties van de hypergeometrische functies Als er zekere beperkingen
aan a,b en ¢ opgelegd worden, bestaan er ook soortgelijke relaties

voor kwadratische transformaties.

Is bijv. c¢= a+g+19 dan hebben we de volgende formule
+b+
(3) Fla,by 2200 z}= AFl3a,3b315(22-1)%)
+ B (22=1)F{3(a+1), 3(b+1)3 35(22-1)2),
met
a+b+1 a+b+1
s r( 5 ) - F(““ﬁ““)
A =/T o B = 2/ e |
a+1 b+1 8 b
&l e

Het bewijs wordt uitgevoerd door in de hypergeometrische vergelij-
king te substitueren: £=(2za=1)29 dan ontstaat er opnieuw een hyp.

geom. verg., waaruit we concluderen dat F{3a,ibsi; (22=1)%} en
(2z=1)F{3(a+1), 3(b+1)3 3/2; (22-1)%)

oplossingen zijn van de hyp.geom. vergelijking.
Dus geldt (3) met geschikt gekozen co&ffici&nten A" en B,

Door te substitueren z=0 en z=1 volgen dan na wat berekening A" en B,

1. 4. @b a(a+1)b(b+1)
Fla,bsc3zl= 1+ — 2+ NI 000

(binnen de cirkel [z| <1), dus is in hetzelfde gebied:

$fn hemeote 2D, ala+1)b(b+1)
F'{a,bse;z} et cle+1).11

ab {1+ (a+1)(b+1) - (a+1)(a+2)(b+1)(b+2)

Z+ 000

=T CTEE (e+1){c2)5] 25400}
=‘%? Flat1, b+1; c+i3z} o
Dus
g%;ﬁnﬁ&ﬁ;ﬂl = 2L plas1 be1setlsz) .
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X Speciale functies

Vervolg Hypergeometrische functies

De betrekkingen tussen "naburige" functies

Gauss definieerde als "naburige" functie van F{a,bjc;z} elk van de zes
functies die verkregen worden door 8én van de parameters met 1 te ver-

meerderen of te verminderen. Gemakshalve gebruiken we de notaties:

it

F = Fla,byeszl, F(at)
F(a™)

Fla+1,bscszl,

Fla=1,b5c,2,

en op dezelfde wijze F(b+)9 F(b7), F(c') en F(c™). |

Gauss bewees dat er tussen F en elk tweetal van de naburige functies
een lineaire betrekking bestaat met als co8fficinten functies van z
van ten hoogste de eerste graad. ‘

Er zijn 15 van dergelijke betrekkingen. We zullen er hier enkele af-

leiden,
(2)_(b) 2" ©
Stellen we § = - , danis F= } &
n ¢) ns n
n n=0
n
+ _ T (a+1)n(b)nz - v atn
en Fla') = o (c) n! =1 = %n°
n=0 T 'n n=0
- o (ani)nsn T a-i
Evenzo Fla ) = 2 ~Tay = X =7 Gn o
) n=0 n n=0
o b+n - b=1
Flo7) = Z b n ° F(o7) ) b=t#n n °
- n= n=0
plet) = § =S5, Flc) = § &R
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We voeren nu in de operator O = z@%;), den is 0z = nzn9 zodat

oo

(1) (6+a)F = ] (an)§ = aF(a’),
n=0

(2) (0+)F = bF(b'),

(3) (0+c=1)F = (e=1)F(c"),

Uit (1), (2) en (3) volgt:

(a-b)F = aF(a’) - bF(b)
(amc+1)F = aF(a’) = (e=1)F(c”),

twee van de eenvoudigste van de bedoelde betrekkingen.
Beschouw nu

n
OF = E n(a)n(b)nzn = 5 E (a)n+1

( ) nl !
n=1 ¢ nn n=0 (c)n+1n

(b)n+1z

(atn) (b+n)
c+n n

i
N
t~1 8

n=0

(c=a){c=b)

[+ -]
= z ) {n+ (atb-c) + e

} 8
n=0 n

©o [}

= g 2 né + (a-l-bc)z z 8 +.,LE;@'.=L(£:§L)= 7 z £ 8
& n £ n c L e+n
n=0 n=0 n=0

waaruit

(c~a){c=b)
o4

(4) (1=2)0F = (a+b=c)zF + zF(c+) o

R + R
Volgens (1) is OF = - aF + aF(a ), en dus is

(1-2)0F = = a(1=2)F + a(1-z)F(a’), en uit (1)

(c=a)(c=b)

+
= 2F(c ) o

{a + (b=c)z}F = a(1-z)F(a") -
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Confluent hypergeometrische functie

Deze functie ontstsat uit de hypergeometrische functie

x
Fla,bje=

{a, 9Cs-b
door de limietovergang b - ©, indien deze limiet bestaat. We gaan uit
van de hypergeometrische differentiaalvergelijking, en vervangen X

d.<>or-3E en dus dx door éi °

b b
2 x X d2 pd d
pP X2 (1.5 EL + plc-(atbt1) E| XL ~avy = 0,
b b dx2 b dx

Na deling door b en limietovergang b - <, vinden we

(5) xy" + (e=x)y' - ay =0 .

Dit is de differentiaalvergelijking van de confl. h.g. functie.

We proberen als oplossing de machtreeks

en veronderstellen ¢ # Oy,=1,=2;000 o

Na invulling en nulstellen der co&ffici&nten vinden we

a_(n+a)
1 c 0 ?° Tntl n+1) (n+e °
We stellen aj = 1, dan is
a = a+n-=1 atne-2 a = (a)n
n  nlctn=1) (n=1)(c+n=2) °°° 1.c (c)nng ¢

De oplossing is dus

&



a x ala+1) x° (a)n X
AR H DA O N TS

ook wel sangeduid door 1F1{a9c;x}o
Het kemmerk wvan d'Alembert wijst uit dat de convergentiestraal van deze
machtreeks oneindig groot is.
Voor a =¢ heeft men
¢la,asx} = e*
Bovendien

2
Xy ab x , ala+1)b(b+1) x
F{a,b,c,b} =irTyt clc+1) 21 B

+ e 00

en wve zien

¢{a,c3x} = lim F{agb;c;%} o
b+ w

Door te substitueren in (5, y = x‘!“cz9 gaat deze d.v. over in

xz" + 27 (2=c=x) = z{a=c+1) = 0 ,

waarvan de oplossing dus is ¢f{a=c+1,2=c3x} »

De algemene oplossing van (5) is dus

y = A ¢{azc3x} + Bx'~C p{a=c+1,2=c3x} ,

met willekeurige constanten A en B (c # geheel getal).

Substitueert men in (5) 1y = e’z , dan gaat (5) over in
x;" + (e+x)z" + (c=a)z = 0 ,

en dsarna door de substitutie x = =u over in
uz" + (c=u)z’ = (c=a)z =0 ,

met als oplossing ¢{c=a,c3u}l.

Dus e~ ¢{c=a,c3=x} is een particuliere oplossing van (5), dus geldt

&
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met geschikt gekozen constanten Ao en BO

¢{a,c3x} = ° [Ao¢{c-a,c;-x} + Bo.(—x)h'c ¢{1—a92-c;-x}}

(c # geheel getal),

Door ontwikkeling in machtreeksen en gelijkstelling vindt men AO = 1

en B0 = 0, zodat

¢{a,c3x} = ex¢{c—a,c;-x}

(Formule van Kummer).

Vanwege de consistentie van de analytische functies geldt deze formule

ook als ¢ een natuurlijk getal is,
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XI Speciale functies

Integraalvoorstelling van de confluente h.g. functie

In de integraalvoorstelling van de h.g. functie vervangen we x door'%:

Fla,bjei=} = Lle) J 1 ~1(1-g)Cm8" (1-+53);b dt
e} = Tantemay |, =z
(Re ¢ > Re a > 0, x| < [o])

en ne limietovergang b -+ = (als dit onder het integraslteken geoor=
loofd is)

1
(1) CP{a;c;x} = T‘TE;%%%‘.:‘T I eXt 8, (1_1‘,)0“&“ at
0

Re ¢ >Re a > 0

De geldigheid van (1) wordt bewezen door e*% in een machtreeks te

ontwikkelen, en de uniforme convergentie te gebruiken. Het rechterlid

is dan
1 « nn @ n
Ir(c) Xt cea=1 .. _  I(e) _
F(a)l(c=a JO nZO Y t® (1‘t) at = HORNCE 2 —? (n+a,c~a)=
© xn(a)n
= )} = = ¢lajesx} .

= 9
n=0 na(c)n

Gemakkelijk vindt men door differentiéren

¢'{ajcix} = '% ¢{a+ 13c+ 13x}




Polynomen van Jacobi

De orthogonale polyncmen Péa’e)(x) (n=0,1,2,00.), bepaald door het

interval (-1,+1) en de gewichtsfunctie
p(x) = (1-x)%( +x)® o> =1, 8> =1

noemen we polynomen van Jacobi.

We zullen ze normaliseren door te stellen

@ e

De algemene formule van Rodriguez:

Pn(x) = E;éTET D% {p(x)x"} met X = (x-a)(b=x)

wordt in dit geval

KnPI(IGQB)(X) =( 1"’}()_0‘( ]+x)“‘B Dn{( 1_x)a+n( 1+X.) B+n}

= (-1" n} kgo ("5%) (B2) ()P (e )

en wegens (2)

Kn(n;a) = (_1)n n! (n+a) 2n

n
of n
K, = (=2)" nt dus
n
(3) Pga,ﬁ)(x) = ’_1_1_1_ Z (1’1;0!-) Inl':lg (x=—1)n'k(x+1)k




Qe

P£a°B)(x) =1,
v 1
PO ) =2 T () (BB) (o) (e )" = 3 [(orpr2)x4a-6]
k=0
Péa.ﬁ)(x) =.§ {[(a+B)2 + T(o+B) + 12]x2 + 2(o=B)(o+p+3)x + (0-B)® *

- (o+B8) = 4} &

Als men in (3) x vervangt door =x en k door n=k verkrijgt men

Pfla’B)(-x) = (=17 Px(ﬁw)(x) .

Orthogonaliteitseigenschap:

1 |
J ()%(1e0)® BB ) BB () ax =0 m#n)
-1 m

In de algemene theorie van de orthogonale polynomen stelden we

- n e =1
Pn(x) k x + knx + so0 (kn #0) o

We willen nu deze kn en k; in het geval van de polynomen van Jacobi
berekenen.

Daartoe leiden we eerst twee betrekkingen tussen binomiaalco&€fficiénten
af

oo

“"‘X)A = 20 (A) =" 9 (wx)¥ = E
h= =

door vermenigvuldiging

o n

(#x) M = n-_X-o x hZO (1):) (n3h> ’
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en daaruit volgt door n maal te differenti&ren voor x = 0 de betrekkings:

(1) (%) - hio(ﬁ)(nfh) '

Vermenigvuldigt men de afgeleide van de eerste ontwikkeling nl.

’ o ©
e § ()2 ()2
h=1 h=1
met de tweede, dan verkrijgt men
Atpe1 v T oA
(w0 = § o §oa(2)(4)
bt - h/\ n~h
n=0 h=1

en dearuit door n meal te differenti€ren voor x = 0
n .
A RRRIBIEY
(5) A(n_1 th MR )

Uit (4) en (5) volgt:

(=D E (e 1)E = 58+ (2ken)™ ' ¥ 00e
dus uit (3)
n
e LD - 30 -
2 k=0 2

n
1 n+o n+g
K! = e 2( )( )(gk..n) =
n SR = k n=k

) _1_5 [z(n-!-a) (2n+;i£13-1 )_ 1 (2n+z+8):] =

_ a=B (2n+a‘+s-1)
B n-1 °

N
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In de algemene theorie speelt de grootheid
P 2
h = [ p(x) (P (x)}" dax (n=0,1,25000)

a

een rol.

Met de formule van Rodriguez verkrijgt men

h =K j " o) PRx) ax = [ DP(eK) B (x)
K =K, . pix) P (x dx = D (p P x) dx

a
en met behulp van parti&le integratie vindt men hiervoor

b

b
p-?! {px"} Pn(x) - J Dn—1(an)Pﬁ(x) ax , zodat
a

a
b n-1, .n
= - '
K b, fa D (pX )Pn(x) ax .

Na herhaalde parti&le integratie:

b
_ n n _(n)
Kh = (=1) Ja pX" P (x) a&x , of
n nik b n
ho= (<10 — J o ax .
n a

In het geval van de Jacobi polynomen is dit

_— ( 1) nokn

n K

1
[ (ex) B 140) BT e
n -

1

Substitueren we Tx = 2f , dan zien we

1 1 )
J (1=2) 0B 1) B*R gy = Q2RTOTEH J £P¥B(1g) P gp =
-] (o]
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2n+a+f+ 1 on+o+R+1 TI'(B+n+1)T{o+nt1)

=2 B(g+n+1,a+n+1) = 2

I'{2n+a+p+2)

Zodat wegens K = («1)P2%

- 2B b et 1) T (ntp+1)
n (2n+a+B+1)n! T'(ntat+tp+1) °
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XII Speciale functies

De constanten in de recurrente betrekking zijns

) 9
A = knﬂ B = A (kn+1 _ kn) ¢ = Anhn
n k » n n\k , k * "n A h °
n n+1 n Ne 1 0= 1

In ons geval -

P (2n+a+6+2) 2" _ (en+a+p+1)(2nta+pe2)
n o+l nt+ 1 (2n+a+8) _ 2(n+1) (n+o+p+1) ’
n
p_ = (Zwtatgri)(@ntorsid) | @b (2uorer1) ot
n 2(n+ 1) (n+a+p+1) o0t n (2n+0t+8+2)
n+1
a-8 2n+a+B—1) 2"
T .on n-1 2n+a+B
2 *"2)
_ __(oP-®)(2nvarp+)
T 2(n+1) (n+a+B+ 1) (2n+a+B)
¢ = tnte)(ntg)(onta+p+2)
n  (n+1)(n+o+B+1)(2n+a+B)
De recurrente betrekking
P, (x) = (A x+B)P (x) - CP _,(x)
wordt dus hier
2(n+‘3)(n+a+B+1)(2n+a+B)PI(12’;B)(x) = (2n+a+p+1) {(2n+a+B+2),
(2ntar8)x +o - 82 1 EC9E) (x) - 2(nva) (nv8) (2nvarare) B 2P (x)
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Differentiasalvergelijking van de Jacobi polynomen

We zullen eerst eenalgemene stelling bewijzen.

Stelling. Laat p(x) aan een diff.verg.

p'ix) _ D+Ex

p(x) A+Bx+Cx°

(aiff.verg. van Pesarson)

voldoen, waarin A, B, C, D en E constanten zijn, en laat
(A+Bx+Cx2)p(x) nul worden in de eindpunten van het interval, dan

voldoet Pn(x) aan een diff.verg. van de gedaante:

a(x)P)(x) + B(x)P!(x) + v P (x) =0,

waarin a(x) = A+Bx+0x2, B(x) een veelterm van de eerste graad is, en

Y, ven n afhangt.

Bewijso Zij qm(x) een willekeurige veelterm van de graad m < n. We

passen op de integraal

| .
() 1= [ a0 & pry ) e
a

parti€le integratie toe:

b b ~
I = a(x)p(x)P}(x)q (x) - j a(x)p(x)P!(x)q} (x) dx =
a a
M
) b b a
- - alpr eyt |+ [ B0 & taladptdgy(0)) ax -
a a
Mmoo s i

=0



B

Maar

== {a(x)p(x)q’(x)} = (B+20x)p(x)q;(x) + alx)p'(x)q(x) + a(x)p(x)q(x) =

]

p(x) [(Br2ogyx) + (Demxlay(x) + sl -
De uitdrukking tussen [ | is een 'veelterm rm(x) van de graad < m. Dus

b
J Pn(x)p(x)rm(x) dx =0, endus I =0,
a

In de oorspronkelijke uitdrukking in (1) is

{a(x)p(x)PA(x)} (B+20x)p(x)P£(x) + a(x)p"(x)Pé(x) + a(x)p(x)Pg(x) =

gl*

o(x) [(B+2Cx)Pr"l(x) ¢ (D+ERR! (x) + a(x)P;;(x)] .

dus van de vorm p(x)Hn(x), waarin Hn(x) van een graad < n is.

Voor een willekeurige veelterm qm(x) van de graad m < n is dus

b
J p(x)1 (x)q (x) ax =0 .
a

Hn(x) heeft dus de orthogonaliteitseigenschap met gewichtsfunctie p(x),
moet dus een constant aantal melen Pn(x) zijn. Er bestaat dus een

constante Kn z6 dat

1 (x) = a(x)P"(x) + [(B+D) " (2c+E)x]Pr“1(x) = kP (x) .

Door gelijkstelling van de coéfficiénten van x® in beide leden vindt
men

Cn(n-1)kn + (2C+E)nkn = Kk , of

K = Cn(n+1) + En ,

waarmede de stelling bewezen is.
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In het geval van de Jacobi polynomen is p(x) = (1—x)a(1+x)6, en dus

p'(x) _ (B-0) - (o+B)x

p(x) tex® i

die de gedaesnte van Pearson heeft met A=1, B=0, C=-1, D = B0,
E = =(a+8), terwijl (1-x2)p(x) nul wordt in de eindpunten x = X 1 als
> =1, B> =1

De differentiaalvergelijking wordt dus

(1xP)P(x) + [8 -0 = (a++2)x] P} (x) + n(otpent VB (x) = O
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Substitueert men in de d.v. van de Jacobi polynomen x = 1-2¢, dan

verkrijgt men de hypergeometrische d.v.

d2
g(1-g) L + {(a+1) - (a+g+2) £} L + n(nta+prt)y = 0
dge dg

wearvan een OplOSSing is y = F{-n’n+a+6+1;a+1;1£x.} °

Dit is een veelterm, en we vinden
Péa’g)(x) = .AF{-n,n+a+B+1;a+1;l%§} .

waérin de constante A bepaald wordt door x =1 te nemen.
. (ayB),,y _ {n+a _ n+a>
We vinden wegens P (1) = ( 0 ) , dat A = ( 0 )

(1) Pia’s)(x) = (n;a) F{—n,n+a+8+1;a+1;l%£} o

Jacobi polynomen zijn dus hypergeometrische functies.
Uit P(u B)( -x) = (=1) P(B’a)(x) leidt men direct af

(1) (“ Bl(x) = (-1)® (n+3) F{on,nta+B+1 38+ 13 115} .

Voor het geval o = B verkrijgen we de ultraspherische polynomen, die

we later zullen behandelen.
In dit geval is a+g+1 = —n+n+g+8+1+1 = o+1 = ¢, en kunnen we de

vroeger afgeleide formule gebruiken:

+b+
F{a,b ;."L.P_l

5 (2x-1) } +B (2x~1)F{ (a+1), (b+1)

) } A F{—aia :2) ’2’

met

3. (2x-1)%}
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A =V en B = 2vV7
1+a 1+b a b
1‘(—2—)1"(—"5-) 1’(-5)1’(5)

. 3¢
Is neven = 2my, dan 1s B = 0 en

(aya) 2mtao, T(o+1) i
P (x) = vV F{—m,m+oz+—
2n ) m)I‘(a+1+m)
@) (=3
2mto - Tloa+1 2
= J P
( 2m) I‘(Jé-m)I‘(oc-*-Hm) ( m ) n
zodat
Qa)
Péi’a)(x) - (_1)m (I;-;l . 2m+Ct) P 2 (1_2x2),
of
(o, 0) (m”)2 2mto, (a,—%) 2
Py’ (x) = W ( o )Pm (2x°-1)

Op soortgelijke wijze leidt men af voor n = 2m+1 (dan is Iy

1
m! {m+1)} (2m+a+‘l') y P(a,'z')
2m+1 m+ 1 m

plosa)(yy o

m+1

=O)
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Differentiéren van Jacdobi polynomen

Uit (1) en F'{a,bjcx} =-%? F{a+1,b+13c+1;x}, leidt men af:

9
Pr(lﬂpﬁ) (x) = (n+°‘) n(ovarBhl) pe n+a+B+2~a+2, £},

n 2lo+1

waarulit volgt

(a""1 6+1)( )

—(n+a+3+1) P

P£a°8)24x)

Er zijn vele recurrente betrekkingen tussen de Jacobi polynomen, die we

hier niet zullen afleiden. Enkele volgen hieronders:

—(1-x)(2n+ct+8+2)P(a+1 Bl(x) = (mras)R{®oB) (x) - (n+1)1=(°‘ B)(y) ,

(B0 (3) = (mepsn)p{®s () + ()28 )

—( 14x) (2n+o+B+2)P
(1"X)P£a+1’8)(x) - (1+X)Péa°s+1)(x) ='2Pga96)(x)

(o=1 3)(x)

(a+g+2n)P (a+8+n)P§la°B)(x) - (e+n)P(f’8)(x) R

(“+3+2n)P(a’B D (x) (a+6+n)P(a’B)(x) + (a+n)P(a B,

Pi093”1)(£) (a 1 B)( ) = (a B)(x)

De integraalvoorstelling van de Jacobi polynomen

De integraalvoorstelling van de hypergeometrische functie (1) geeft
geen interessant resultaat,

Een bruikbare voorstelling kan worden verkregen door de integraalfor-
mule van Cauchy voor de nde afgeleide van een analytische functie toe

te passen op de formule van Rodriguez. Volgens deze formule is
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- n} p(6){X(+)}"
Pn(x) - 2ﬂiKnpzx5 IC S\t s .

(t=x)

In ons geval

2 ‘ B
@ AP gk [ () () () e

waarin C een gesloten kromme die het punt t=x omvat, maar niet de
punten ¥ 1,

Uit deze integraslvoorstelling kan men een voortbrengende functie

afleiden, d.Ww.z. een in de omgeving van z =0 analytische functie met

de eigenschap

wz) = ] BB 2P
n=0

We stellen in (2):

dus

t =,4% {1% V1—2xz+22 } .

Kiest men het negatieve teken, dan vinden we

t = J=§£i met R = V1-2xz+22 °

Ingevuld in het rechterlid van (2) geeft git

o+8
Pia’B)(x) = 1. I 2 L dz .

21 ) e R(1-z4R)*( 124m) 27

waarbij C° de overeenkomstige kromme van C na de transformatie is, die
klaarblijkelijk weer gesloten is en nu om de oorsprong gaat.

Volgens de integraalformule van Cauchy is deze integraal gelijk aan

I3
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de nde co8ffici8nt in de reeksontwikkeling van de functie

o0t 8

R(1-z+R)*(1+2+R) B

F(z) =

naar machten van z (12] < 1),

Dus

a+8 ™
F(z) = 2 = 3 Pga’3>(x) 2t R
n=0

R(1-z+R)%(1+2+R)®
R = V1-2xz+22

F(z) is de voortbrengende functie van de Jacobi polynomen.

Polynomen van Gegenbauer

Een speciaal geval van Jacobi polynomen ontstaat als o=8 , dan ver-
krijgt men de ultraspherische polynomen. Als polynomen van Gegenbauer

definieert men:

S (20) (Agyed)
" (A+3) " 1
2'n A > -5
Hieruit en uit (1) en (1a) leidt men af
(2x)
A - n el d=x
Cn(x) = F{-n,0+2) j Megyms= }
8 (=1)%(21)
A n N T 14x
Cn(x) = F{-n,n+2AgA#§?75- o

nl
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Voor A= 0 is het rechterlid van (3) identiek gelijk aan 0O,

In dat geval definiéren we:

A 1, 1
c(x) (A A=)
° » + 200 +- *
Cg(x) = 1im == = 1im 2($A 1)3 (2x+n 12 N 27 2y =
As0 2 A0 (A=) (A+2) .00 (Atnmes)
2 2 2
1 1 1 1
 omeny R o o R
- 13 2n=-1 Pn (x) = ng, Pn x)
202000 2 .
_ 1e3c002n=1 _  (2n)f. -
met 8, % Bh...en 5201112 » g =1 -
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We vinden dus

(e ymrt)
(1) cﬁ(::) = ;;:— Pn2 2
n

(X) °

Voor het vervolg veronderstellen we A#0. Voor A =0 gelden soortge=
lijke formules, die met (1) gemakkelijk zijn af te leiden.
1

(2V),  (eegyhesd)

A .

Cl(mX) = e P (=)=

n X (}\+.12-)n n - X)
(21) . (Amekyhmsk)

= (1) e B BT B () = (-1)R )
(A2
Evenzo
Q(=x) = (=1)® cO(x) .

Cgm(x) bevet dus elleen even termen en C;m*1(x) alleen oneven termen.

Verder is
(22)
A . n A o
G = 5 e GO0 =0

om c;m(o) te vinden gebruiken we de formule

- 9 2 (ag"'l)
- g () APt

(22) 02 femtiem\ (e
C2m(x) = 1em 2:;1), ( 2) Pm = (2x2-1) =
(““2-)2111 -



en dus
(A) (Ao ymek)
A 5973
CEm(O) = m!gz Pm
) <mmu1W (m-
T nlg n
(21) (Amom, Am
Cém = """TQ" Fo :
(M'E)O
C?(x) = 2\x ,
opx) = 20wDx® -,

Recurrente betrekking

(A) (e ded)
5173
-1) = m—gﬁ(-nmpm (1) =
R,
- m! .
(x) = 1,
enz.,

Stelt men in de recurrente betrekking tussen de Jacobi polynomen o =8,

dan vindt men

2(n+1)(n+2a+1)(2n+2a)pé:;U)

Ne deling door 4(n+a) en o

(Awnb, At

28" 2
(n+1)(n+2A)Pn+1

(x) = (2n+20+1)(2n+20+2) (2n+2a)xP

A=

V]

(
n
(a0
n=1

- 2(n+u)2(2n+2a+2)P

(Ao

1
e'A‘E)

(x) = 2(n+A)(n+A+-;-)xP (x) +

n

1 1
(A=zd-3

1 1
- (n+h1§)(n+k+§)Pn_1

vaeruit men vindt met de definitie van Cg(x):

a,a)(

)

)

x) +

(x)

(x) »
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(n+1)02+1(x) = 2(n+x)xc2(x) - (2A+n~1)02_1(x)

Blijkt ook geldig te zijn voor A = 0 (n 2 2).

Orthogonaliteit

Uit de orthogonaliteitsrelaties van de Jacobi polynomen

‘ 0 als n#nm
Y 1
f (1ox)%(14x) Bp(%08) (3)p(%sB) (1) ax =
-1 n m LB L
n+o+1) I (n+p+1)

(2n+a+B8+1)n!T(n+g+p+1)

als n=nm

leiden we af met de definitie van Cg(x):

0 als m#n

21 "2 p (o))

Atk r200)

als m=n , A#0 .

Voor A=0 vindt men

1 0 als m#n
1 o '

J (1-x2) 2 ¢Q(x)c0(x) dx =

o1 n m

-2— als m=n o

Differentiaalvergelijking

Uit de d.v. van de Jacobi polynomen leidt men zonder moeite af, dat

de CGegenbauer polynomen voldoen aean de d.v.:
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(1-x2)y" - (22+1)xy’ + n(n+2\)y = 0| .

Formule voor de afgeleide

Op analoge wijze leidt men af:

A _ A+
D{Cn(x)} = 2XCn_1(X)

Voortbrengende functie

Volgens de weg via de Jacobi polynomen vindt men de voortbrengende

functie:

1 1
A omome —_—— 1
2 2 o (A+e)
2 (1-x2z+R) = £.n Cg(x) 2"
R n=0 (QK)n

R = V1—2xz+z2 .

We zullen nog de volgende voortbrengende functie afleiden:

(2) 6,(z) = § cx)a” = (1-2xzs®)™  (a0) | .
n=0
Bewijs: Gi(é) = an nCi‘l(X)zn"1 = nZO (n+1)02+1(x)zn ,

en wegens de recurrente betrekking:

&
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-]

Gl(z) =2x § (a)ch(x)z® - T (me2r-1)ct (x)8" =
A n n-1
n=0 n=1
= 2xz ) nCi\l(x)znm1 + 2Xx ) 'Ci(x)zn - 2f ) nCi‘l(x)zn-1 +
n=0 n=0 n=0
-2xz ) Cci(x)z"
n
n=0
waaruit
Gi(z) = (2xz—22)G§(z) + 2K(x-z)GA(z) R
1
61(2) 5y (xz)
= & ,
(2] pxpss®

5 -
GA(Z) = C{1=-2x2+2°) .

Wegens GA(O) =1is C = 1, waaruit (2) volgt.
Opmerking. Men kan bewijzen dat voor A=0 geldt

Gylz) = ¥ Cg(x)zn = - 1n (1-2xz+z°) .
n=1
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Integraalvoorstellingen

Uit de integraalvoorstelling voor de Jacobi polynomen volgt door

omzettings:

L A n+}\-1-

n (2>\)n (1__x2)"2" J» (1-42) )
) (t_x)n+‘l

A "1
Cn(x) = (_,-2-) 3 - at
(A +=§n)n 271 o

en met de ingevoerde voortbrengende functie GA(Z)” door de integraal-
voorstelling van Cauchy voor de afgeleide van analytische functies

toe te passens:

=)
CA = I (1—2xz+z2) .z"n_1 dz |
n 211 c

C is een gesloten kromme in het complexe vlak om de oorsprong die
niet de nulpunten van 1»2xz+z2 omsluit,

Met behulp van Gx(z) kunnen we Ci(cos 8) als een trigonometrische
veelterm voorstellen. We veronderstellen weer A # O,

mA o "'A ° "'A
(1 =22 cos G-Pz2) = (1-=e—1ez) (1-elez) =

hzo (ﬂ_”h(;x)emihezh k"go (_ﬂk(;k)eikezk _

Y M cos 8) 2®
n
n=0

s -ih6 h ¢ ik0 k
Z ahe Z z ake A
=0 =0

als we stellen:

m

P () - 2me
m$

Door vergelijking van de co&€fficiénten vindt men:
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Ci(cos 8) = ) Ok el(kmh)e =
h+k=n
= Y aa cos(kn)o +i )} oo sin(k=h)o .
h+k=n bk h+k=n bk
Het linkerlid is reel, dus
A 8 '
Cn(cos 8) = ¥ @ o 4 cos(n=2h)6 .
h=0 :
Voor X = 0 vindt mens
Co(cos 8) = 2 cos né .
n n

Al de coéfficiénten o zijn

Polynomen van Tschebyscheff

Uit G,(cos 8) = ) cMcos 0)z"
n=0 "

volgt voor X = 1

Y ¢!cos 0)z"
n
n=0

]

positief, dus

n
A A
C (cos G)I < Y o a . ={C(cos 6)} s Of
n h=0 h "n=h n 6=0
(2))
C;(x)l < Ci(1) = 2 (=1<x <1, 2>0)
n!

.
(1 =2 cos@z + 22) .

-
(1 =2 cosbz + z2) .
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Nu is

n
c'(cos 8) = § (o, ) (a_ ) cos (n-2h)8 = } cos (n-2h)6 .
n h=0 a=1 BT A= h=0

Is n even, dan is
n

) cos (n-2h)e6
h=0

2(cos nd + cos (n=2)0 + .00 + cos 20) + 1 =

sin (n+1)8
sin ©

]

Is n oneven, dan is

n

) cos (n-2h)6 2(cos 6 + cos 30 + ... cos nb) =
h=0

sin (n+1)6

- -]

sin O

sin (n+1)8@
sin ©

Dus C;(cos 8)

o

We hebben dus de ontwikkeling:

-1

(1 -~ 2z cos 0 + 22) = 1 48in20  sin 36 2

= z -
sin © sin ©

+ oo o

) Cg(cos 8)z" = = 1n(1-2z cos 6 + z2),
n=0

Voor A =0 is Go(cos 9)

Co(cos 8) 2 cos nd, dus
n n

cos 28 z2 4 cos 30 z3 + 000} o

' 2
- 1n(1 = 2z cos 8 + z°) 5 =

2{cos 6z +

De polynomen van Tschebyscheff zijn nu die veeltermen in cos 8,
sin (n+1)6

s voorstellen,
sin ©

die cos nb en
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cos no = Tn(cos 8) , sin (n+1)8 = sin Un(cos 6)

Q) =21 (x),  clx)=U(x)

De relatie met de Jacobli polynomen is gegeven door

(m ok gms)
-—s——
Cg(x) = n—%- P 2" 2 (x) , en dus
. gn
(-1 ]
~_’--
P_ 2" 2%(x) = g T (x) .
Verder is
11 11
Cn(x) = (é) P (x) = T P (x) , en dus
2'n
11
P = 2gn+1 Un(x) o

In hypergeometrische functies:

;1

1 =z o d-xy J1-x

Tn(x) = ”é‘;’( n )f‘{-n n,2, ) —_} = F{-n,n,e,—-a-—} o
dus

_ 1T 1=x

Tn(x) = F{=n, S35 } o
(2) ,

Un(x) = “H_E F{-n,n+2 %-1%5 en dus

= 3 1=X
U (x) = (n+1)F{-n,n+2;55—5)




Betrekkingen tussen beide functiess

2 -
T =0 =x0 ., (1=x )Un=1 =xI =T o

Recurrente betrekkingen

Tn+1 = 2xTn = Tnm1 ® Un+1 = 2XUn - Un+1 ’
To(cos 8) =1,

Tj(cos 9) =cos 6 = x , T1(x) =X

Tz(cos 8) = cos 20 = 2 00326 - 1= 2x2 -1,
T3(cos 8) = cos 38 = hx> - 3x ,

met de recurrente betrekkingen:

L

Th = 8x = 8x2 + 1,

sin © = 1

0 sin 6 ®
sin 26

1 sin 6

o=
il
1

2 cos 6 =2x ,

_sin 36 _, 2
U, = == bx" - 1,

U, = 8x° = kx
UL'= 16xh - 12x2 + 1,

Orthogonaliteit

r 1 5 d% f0 alsm#n
(1=x") T T dx = .
J 1 5 alsm=n #0
e 1 2=% 0 alsm#n
(1=x")" U U dx =
mn T
J =1 5 alsm=n o
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Differentiaalvergelijkingen

. . . s eq s A ‘
Uit de differentiaalvergelijking voor Cn volgt voor A = 0

(1=x2)0°(c0) = xp(c0) + n%c) = 0, aus

(1-x2)’I‘i;(x) - xD'(x) +0°T (x) =0 | ,

en voor A = 1

(1-x2)D2(c;)»-3xD(c;) + n(n+2)C; =0, dus

(1-x2)Ug(x) - 3xU;(x) + n(n+2)Un(x) =0
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XVI ©Speciale functies

Polynomen van Legendre

Deze polynomen zijn bijzondere gevallen van die van Jacobl met
o = B = 0, of van de Gegenbauer polynomen met A = %.,
De gewichtsfunctie is identiek 1.

i

¢2(x) = Pf1°°°)(x> = P_(x).

Enkele eigenschappen zijn vroeger reeds afgeleid of kunnen uit de

voorgaande afgeleid worden.

1 - 70 als m#n
Orthogonaliteit: I P (x)P (x) dx =
. m n 1 -
=1 n+-é- alsm=n o
Recurrente betrekking: (n+1)Pn+1(x) = (2n+1)xPn(x) - nPn_1(x) .

p?{(1-x2)"1 .

Formule van Rodriguez: Pn(x) = =
(=2)"nt

Differentiaalvergelijking: (1=x2)P;(x) - 2xP£(x) + n(n+1)Pn(x) = 0,

F{-n,n+1;1;l§§} o

Hypergeometrische functie: Pn(x)

. 2 00 1 ( 1 1 )
° ¢ ) L 4
leferentleréno P (X) 2(11 1)Pn 1 (X) 9

]
N
Camn
™
~—
]

P;(X)

1

V1-2xz+2° n=

Voortbrengende functie:




+
(x)
, (=1)® (1=t2)
Integraalvoorstelling: Pn(x) = smemcschom f T dt
(Formule van Sch&fli)
+
(07)
) .1 dz
of Pn(x) e 0

271
V‘ﬂ-=2xz.-#-z2£sznﬁwg

. A _ 1
Uit Cn(cos 9) = hzo o0 . COS (n=2h)6 ~volgt voor A=
1 1
(% a (th @E)nmh
Cn(cos 8) = ] o= cos (n=2,h)8 =
' h=0 h! (n=h)}
a 1030 002h=1
= L B8y cos (me2n)o el gy, = FEINSES

zodat

n
Pn(cos 8) = oL &8, ©O8 (n=2n)0 0

Substitueert men in de formule van Schafli:

x=cos 6 , t=cos 8 + sin ei¢9 dan is
t-x = sin © ei¢ , dt = i sin © ei¢ do

1=t = 2 sin %e(sin %ea cos %6 ei¢)9

1+t = 2 cos %@ (cos %6 + sin %@ ei¢),

1t = = 2 8in 6 (cos 6 + i sin 0 sin ¢)el¢ , zodat

2%
P (cos 8) = o j (cos 8 + i sin 6 sin ¢)™ d¢
n 21 0

Formule ven Laplace .



~67=

Polynomen van Laguerre

Gegeven is het interval (0,») en de gewichtsfunctie

X O

plx) = e x met o > =1 .

Het systeem van orthogonale polynocmen, dat hierbij behoort, is dan

volkomen bepaald (op een multiplicatieve factor na),

é )(x) ( )( )s ( )( )s ooo €NZo

(x) wordt gewoonlijk geschreven als L (x)

We zullen die aangeven door L

(0)

Om de polynomen vast te leggen, wordt de coeff1c1ent van x gegevens

(1) k = o

De formule van Rodriguez:

- 1 n n
Pn(x) = W D {p(x)X}

wordt in dit geval met X =

‘ - =x_n+
L(G)(x) = ml exx 1+ Dn\{e xxn C!} =
n K
n
n
= ?;-exxum ) (ﬁ) (=1)%e ™ (n+a) (nta=1) .o (ktot1)x" =
n k=0
_ ns g ( E)R nto xk
= cwcms = _ m-ﬂv-: o
Kn k=0 n=k/ ki
oo 30 n . . . (sﬂ)n .
De coéffici®nt van x is hierin =% , en dus in verband met (1)
n
=1 =1
(Kd) : nz = Kp ® né

n

zodat

oo

(o) néo xk
L ( ) = ( 3) ]
n x kzo ( ) ki

- =X n+
(a)(x) = ‘gT e¥x™® DR e MY
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20 is bijv. L) = 15 Lx) = () 2 x = xeaer;

L(a)(x) = ox® - (a+2)x + l{a+1)(a+2)o
2 2 2
00 » * oo 2 N ‘ﬂ . (a ) o [} = n==1 n+a
De cogffici&nt k! van x in Ly (x) is k) (=1) =T

o0

C . -x o [ (a), \]?
De normaliseringsfactor hn is hn = e X Ln (x)] dx.

0
n n"okn b
We weten hn = (=1) % I Pxn dx,
n a
TR L
zodat in ons geval h_ = (=1)% n°$ 3) I e gy = Eiﬂi%ill o
n NoNo 0 o
Orthogonaliteit
o o als m# n
I e'xxaLia)(x)Lr(la)(X) ax = I'(n+a+1) ’
0 wﬂ-;rf-'-m- als m =n

De recurrente betrekking

L(a)

n+1(x) = (AnX+Bn)L§a)(x) - CnLéz%(x)°

wordt in ons geval:

(n+1)L£:3(x) = (2n+a+1mx)L§a)(x) - (n+a)L£:%(x) o

Voor het bepalen van de differentisalvergelijking passen we de formule

- v.x) CO=X
van Pearson toe %éT=T o 20dat D = 0y E = =1, A=eC=0, B = 1,

waaruit volgt:

xy" + (ati=x)y’ +ny = 0 o
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De d.v. van de confluente hypergeometrische functie is
xy" + (e=x)y’ - ay =0 ,

zodat Laguerre polynomen confluent hypergeometrische functies zijn,

We kunnen zeggen: De functie ¢(ajcyx) wordt een veelterm als a = =n,
Als dus a een negatief geheel getal is, is de ontstane veelterm

(afgezien ven een constante factor C) een Laguerre polynoom.

m
(a)(x) = C ¢(‘=n 0L+?]9x) - C E ‘g‘=’1)) n(nw‘ﬂ)ooo(n“m‘*'?) 3.;7 .
n=0 (o+1){a+2)...(0+m) me
Vergelijking van de co&fficifnten van x° levert
n n_, , ;
(-3) = C {=1) nl of = dotlesolatn) _ (n;a) .
Re (at1)(a#2)ooo(atn)n? ‘ n}
We vinden dus
(a,) n+o
(x) = ( ) ¢{=nga+iyx) o
Dasar
ayB nto {=x
Pf) D) >(x) = ( o ) F{=n9vn+a+6*‘ﬂga+7}3m2 } o
. (0y8) X\ _ [nta e X
is %" (1-2%) = ( ) Flon nvatseizartsFl o
Uit lim F{agb;cg%} = ¢lazesx) volgt
b+
lim F{=n n+a+B+1ja+1 B = ¢({-ngo+igx) , dus
B>
(m)(x) = 1lim P(a B)(1 ZnJ o
n B+

Uit ¢'(ageyx) = <% o{a+igctizx) volgt

DLI(I“)(x) = (n:a) ﬁ% o(=n+130+25x) = = (gza) ¢(=n+1; 0#25x),

Dus oM (x) = - 1% V)




«TO=
XVII Speciale functies

Uit de recurrente betrekking voor de Laguerre polynomen kan men de

volgende relatie afleiden

1) = {6 - 1N

Een voortbrengende functie is

Xz ~(a+1)

(1) R = 1 Mt = e () :
n=0

Bewijs: Uit de recurrente betrekking volgt

o o0

F'(z) = nZO (n+1)L§iz(x)zn = nZO (2n+a+1-x)L;“)(x)zn +
- 1 (r)r{® 2" (als men 1% () = 0 stelt)
n=1
= (2z—z2)F“(z) + {a+t1=x=(a+1)z}F(z) ,
zodat
F'(z) - at+l-x=(a+1)z _ ol x > (z#1) .
F(z) 1w22+2°2 1=z (1-2)

Hieruit leidt men gemakkelijk (1) af,

Een andere voortbrengende functie, afkomstig van Erdelyi, is

) Lﬁ“”n)(x)zn = (1+)*  (lz]l <1 | .
n=0
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Integraalvoorstelling

Uit (1) volgt

(0") -« ZZ  _(a+1) =(n+1)
L(a)(x) - e 17%(1-2) z dz
n ony °
Polynomen van Hermite
12
e
We kiezen nu als interval (-=,») en als gewichtsfunctie p(x) = e .

De veeltermen hierdoor (op een multiplicatieve factor na) bepaald,

worden aangegeven door

H&x)gnﬁx)gﬁgx)sow 0

Zij worden vastgelegd door de coéfficiénten van % gelijk 1 te kiezen,

Volgens de formule van Rodriguez is

12 L2
_ 3 n(“2 )
(2) Kan(x) =e~ D le o
1.2
Pt
2
Stellen we p(x) = e = y, dan wordt (2)
12
2° (n
(3) KE (x) =@ 3™,

y' = =xy, en verder
n+1 n=1
g0 o oy’ ®) oy )
Zodat uit (3) volgt

() = = -
(4) Kn+1Hn+j\x) xKan(x) nKnajﬂnn1(x) o

Vergelijking van de coéfficiénten van xn+1 in beide leden levert

&



- - n
K4q =%, » Ky=1o Dus Kn-(a‘ﬂ) o
12 12
() | EG=rE e )| .

Uit (4) volgt de recurrente betrekking

Hn#i(x) = an(x) - angﬂ(x) o

Ho(x) = 1, Hj(x) = X, Hg(k) = XEaEQ H3(x) = x3=-3x9 Hh(x) = xh-6x2+3°

De normalizeringsfactor hn is

2 2
nik o mf%? : o n 4
h = (mﬂ)n et I e dx = 2n} I e 2 dx = n? Vor .
n
K =00 0
n
dus
Orthogonaliteit
2
v X 0 alsm#n
f e 2 B (x)E (x) dx = .,
0 m n
n! Vor alsm=n

Differentiaalvergelijking

%T%El = = X, Volgens de formule van Pearson met D=B=(C =0, E==1, A=1,

is de differentisalvergelijking

' = xy' +ny =0 o
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Afgeleide

Uit (5) volgt

2 2 2 2
X - X -
B! (x) = (-1)" e? Dn+1(e 2 ) + (=1)"xe? Dn(e 2 > =
= - H . (x) +xH (x) =ni _,(x),
zodat
i =
Hn(x) an_1(x) o

Voortbrengende functie

m n
Als wij stellen F(z) = § Hn(x) %T R dan is
n=0 °

AL
1

© C Nl o ’
F*(z) n21 H (x) Z=y7 = nzo H,q(%)
o0 n o0
=x ) Hn(x) L. -V nE

n=0 =

zn
(x) o1 =
= (x-z)F(z) ,

waaruit volgt

F'(z)

m" = X=Z o
In . F(z) = xz = %-z +C F(0) = Hy =1, dus C = 0,
¥
® ! X2 =52
F(z) = nZO B(z) =7 = e .




Integraalvoorstelling

0l (O+) xz—:}z2 N1
(6) Hn(x) = 5T I e z dz 0
. 1.2
X7 ===z
Als we e ontwikkelen in (6) vinden we door termsgewijze

integratie (dit is hier geoorloofd):

+
oni & =% () opamen-1 .
?Hn(x)- 2 ol Z Z dz =
° m=0 = ° k=0 2kk3
k m
. (=1) X
=21T]_ z E"T‘ o
K k12X g @

De som heeft alleen maar een waarde 2mi als.m = n-2k, terwijl k loopt
van 0 tot r%} o Dus 7

f%] (wj)k xn~~2k

o

H (x) = n!
n k=0 k125(n-2k)?

Hn(x) heeft alleen maar even of oneven machten van x, al naar gelang

n even of oneven 1is,

B (-x) = (-1)" H (x) .
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XVIII Specisle functies

Er is een nauwe betrekking tussen de Laguerre polynomen en de Hermite

polynomen, Deze wordt aangegeven door de betrekkingen

1
wmm) 2
(1) Bop(x) = (-2 mi 1, % (%) en
(2) 2
By pq(%) = (=2)" m} xpmz (352—) o

We zullen alleen de eerste bewijzen (de andere wordt op analoge wijze
bewezen) .

1

(==) .2 nm M===\ 2k m Doy - 2mefk
2r x k 21x m k 2 x
L omcem | o= ,,1 e S -n1 un1 =
m ( 2 ) k.ZO ( ) (m@k ) k22k ( ) kZO ( ) ( k ) (m_k) gzm—k

_ (=1 )m( 2m) g m (=1 )kx2m==2k
ni2® k=0 ki25(2m-2k)?

1

m}(=2)"

H, (x)

waaruit (1) volgt.

Deze formules laten zien dat er eigenlijk slechts twee soorten van
klassieke orthogonale polynomen zijn: de Jacobi=polynomen met zijn
speciale gevallen in een eindig interval en de Laguerre-polynomen

met zijn speciale gevallen in een oneindig interval.

De vergelijking van Laplace

Is V een functie van één, twee of drie veranderlijken, dan verstaat
men onder de notatie V2V de volgende functies:

2
Voor één veranderlijke x3 vV = 3.% 3

ox
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2 2
voor twee veranderlijkem x en y3 V2V = 3:% + ,L% 3
ox oy
2 2 2
voor drie veranderlijken x, y en 23 VeV = ALY, 32X 0
2 2 2
9x oy oz
2 9° 3% 4
De operstor V© & ooom 4 =won 4+ =ees  heel operator van Laplace
: 2 2 2 ?
ox oy 0z
de vergelijking V2V = 0 de vergelijking van lLaplace.

De vergelijking luidt in bolcoSrdinaten:

2 2 2
oV 1 3V 1 8V 2 oV cotgeav
5+ "3 st =5t " =0

Voor het oplossen van deze vergelijking passen we de methode van het

scheiden de_veranderlijkep twe,en trachten te vinden particuliere

oplossingen van de gedsante V = R¢O, waarin R, ¢ en © functies zijn
van uitsluitend r, ¢ en 6,

Na substitutie en deling door 52% volghs

r
2 2 2

(2) %éemd§+2r%%>'+%(md24,001;39%).@.@12m_dz =0 ,
dr ae ¢ sin“® a¢

De eerste term hangt alleen van r af en moet dus gelijk zijn -aan een

constante, bijv, = =¢

2
(3) rzg‘w%+2r%+cR =0 ,
dr

ey s - u o
Dit is een gewone dv, van Euler, We stellen r = e , waardoor de

vergelijking overgasat in

2
(k) $2+Z+cr=0,
du

De karakteristieke vergelijking van deze dv. met constante co&ffi-

ciénten is
2
t*t+@=00
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We noemen de woritels van deze vergelijking m en =(m+1). De oplossing

van (4) is dus R = C,,ﬂemu - Czen(mﬂ)u 9
en dus die van (3) R = C,Hrm + Car=m=‘3 .

Dear C = —m(m+1) gaat (2) over in

2

2
1 [a% ae\ . 2 . 2. 14a%
6(2’;?+ cotg 3‘(?) sin“0 + m(m+1) sin“6 —EEZ;? o

Stellen we de eis dat ¢ periodiek moet zijn in ¢, dan kunnen we beide
leden = n2 stellen, zodat

2
&2 +n%0 =0,
d¢
met als oplossingen 9 = 03 cos no + Ch s8in n¢ .

De vergelijking voor © wordt dan

2 1o

L9 4 cotg 0 L 4l n(n+1) - == }6=09
2 dao . 2
de sin"6

welke door de substitutie x = cos © overgaat in

2 2
(5) (‘n=x2 gm% ==2x%%+{m(m+1) = ne}e =0 0
ax 1=x

Dit is de toegevoegde vergelijking van Legendre.

Geeft men de oplossing van deze vergelijking aan met Pf;(:!:)9 dan zijn
de oplossingen van de vergelijking van Laplace in bolcodrdinaten

lineaire combinaties van uwitdrukkingen van de vorm

cos noé cos n¢

-2

n m n =l=m
Pm(cos 8)r { en Pm(cos 8)r {

sin né sin né

Er zijn vele problemen waarvan de oplossingen gevraagd worden, welke

onafhankelijk moeten zijn van ¢. In deze gevallen moet dus n =0 zijn,

&
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en (5) gaat over im

a0

2
(1=x ) w=== = 2x 2=

dx

+ m(m+i)e =0 o

de vergelijking van Legendre,

In cylinderco8rdinaten luidt de vergelijking van Laplace:

1 3%y 3%y 2%y . 1av

e e b cacmmo 4 une- P am =0
r2 8¢2 ar2 352 T 3r

Voor het oplossen van deze vergelijking passen we weer de methode
van het scheiden van de veranderlijkentoe en trachten particuliere
oplossingen te vinden van de gedaante V = R¢Z, waarin R, ¢ en 2
functies zijn van uitsluitend resp. r, ¢ en Zo

Na substitutie en deling door ROZ volgt:
ﬂ
(6) 142

Elk ven beide leden moet een constante zijn. Heeft Z bijv. een expo-

nentigle vorm, dan kunnen we die constante = - 52 stellen, zodat

2
2,% = aQZ = 0,
dz

met oplossingen

Z-Ceaz c,.e~2% |
2
Uit (6) volgt dan
2 2 2
1 d% a“R @R . 22
(1) smm2=mr3m2¢§mdr+ar .
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en weer is elk 1lid een constante. Eisen we nu dat ¢ periodiek moet

zijn in ¢, dan kan men die constante = m2 stellen, zodat

2
2,% + m?@ = 0,
d¢

met als oplossingen

$ = 03 cos mp + Ch sin m$¢ o

(7) gaat dan over in

2
PER B, %% = R .
dr2 dr

welke door de substitutie x = ar de vorm verkrijgt:

: 2
(8) = L3

+ x %§»+ (xaum?)R =0 o
dx

Dit is de vergelijking van Bessel.

Noemen we de oplossingen van deze vergelijking'Jm(x) (Bessel=functies

ven de orde m), dan zijn de oplossingen van de vergelijking van

Leplace in cylindercodrdinaten lineaire combinaties van uitdrukkingen

van de vorm

*az cos mo
e J'm(ar) o

sin m¢

Besselfunctie van de orde 0

Stelt men in (8) m = 0 dan verkrijgt men de vergelijking:
d2 1
dxe x dx

We trachten een oplossing te vinden van (9) in de vorm van een

&
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-]

machtreekss y = z c xk 0

k=0 *
Na substitutie vindt men voor de coéfficiénten de recurrente
betrekking

“k
(10) C = =
g+2 (k+2)2

o

c
Er komt echter een term voor, “ﬁ} , die niet teniet gedaan wordt

;=0 zijn. Uit (10) volgt den
dat . = 0 voor elke oneven k, Verder is

door een andere term, en dus moet ¢

°2=“%W %‘“i§“%%3°6=°%‘“ ;223 enZ.
2 L 2 6 4<6

Een formele oplossing van (9) is dus QOJO(x) met

2 b 6
J(x) o= 1 P R e e 000
0 22 22h2 22h262

en coJo(x) met willekeurige c. is de meest algemene oplossing die

0
men op deze manier kan verkrijgen; d.w.z. die men als een machtreeks

in x kan uitdrukken,
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XIX ©Speciale functies .
Het punt x=0 is een regulier-singulier punt van de d.v.

Met het kenmerk van d'Alembert toont men aan dat de machtreeks

convergeert voor elke eindige waarde van X.

Jo(x) heet de Besselfunctie van de orde nul.

Orthogonaliteit

Laat A een willekeurige constante zijn en z = JO(Ax)° Stelt men

t = Ax, dus z = J‘o(t)9 dan voldoet z san de d.v.

2
gh§-+ J-Eﬁ-+ Aaz = 0,
dx x dx

Daar Jo(-Ax) = JO(Ax) mogen wij ons tot niet-negatieve waasrden van A
beperken., .
Laat A en p twee reé€le verschillende getallen zijn, en 2, = JO(Ax)

en z, = Jo(ux)° Deze functies voldoen dan aan

d'z dz
21 + L + A221 = 0,
dx dx
. )
d'z dz
dx dx

2 2
d z dz dz dz
z1""“2"2"“’22 21 +%(21—°2"22"l * (“2‘12”122:0
dx ax dx dx
dz2 dz1
of als we stellens w = Z o o Zy = %
dx dx
v ., w _ /.2 2
wry = (T-wzz

dlwx) _ 2 2
-ran;-m = (}\ = | )xz.iza °
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Integratie tussen 0 en 1 levert:

dz2 dz1 1
(1) x(z1m=z2=——->
dx dx 0

Nu is 2,(1) = J,(2); z,(1) = Toludo

Als A en u nu verschillende positieve wortels zijn van de

L]
o~
>
N
1
=
n
g
Sy
™
N
N
o

vergelijking JO(x) = 0, dan geldt

_ﬁ ,
(2) IO xI,(A)Tglux) ax =0 |

Later zullen we aantonen dat de vergelijking inderdaad wortels A en u
bezito iy | |

(2) geeft aan dat Jo(kx) en Jo(ux) orthogonaal zijn op (0,1) £.00Ve
de gewichtsfunctie x.

: dz dz
D WSO = 1 3 Ji ! ’
De waarden van 3r— en y== voor x = 1 zijn AJO(A) en uJO(u)o

Het linkerlid van (1) wordt ook nul als X en u, i.p.v. de wortels van
Jo(x)9 36 zijn dat JS(A) Jé(u) = 0, Dit geldt dus ook voor (2).
Meer algemeen: als JO(A) #0, Jo(u) # 0, dan is

dz dz
z......?_ zu...l vyoor x = 1 ¢
1dx =~ “2 dx *

wrl(u)  Aga(A)
JO(A)MJS(M) - Jo(u)AJé(A) = JO(A)JO(U) {fﬁg(u) - JZ(A) ] )

7
xJ . (x)
en dit is dus nul als ~ 5T gelijke waarden sanneemt voor x = A en

X = U , MB.Wo &ls A en = u wortels zijn van de vergelijking

ng(x) )
= h (h = constante) .
Jozx§

(2) geldt dus als A en u verschillende niet-negatieve wortels zijn

van de meer slgemene vergelijking:

&
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(3)  wlx) -ni(x) = 0.

Het bestaan van oneindig veel wortels ven (3) voor elke waarde van
h zal later bewezen worden,

Als (3) wordt vervangen door

g(x)Jé(x) - hJ(x) =0,

dan is het vroegere geval Jo(x) = 0 als speciaal geval met gl{x) = 0
hierin begrepen.
Om de waarde van het linkerlid van (2) voor A = u te berekenen,

stellen we weer Ax = t, dus
! 2 A 2
I x{T (Ax)}" dx = s f {7, (£)1° at o
0 s

y = Jo(t) voldoet aan:

of
2t2y“y” + 2ty'2-+ 2t2yy! =0,

waaruit men afleidt:

A
I ty? at = 2253200 + TEMY,
0

dus

1
(3a) [o x{JO(Ax)}z ax = %-{Jg(A) + J62(A)} .

geldig voor elke A,

Integraslvoorstelling van Jo(x)

We zullen bewijzens
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() Jo(x) = 7 I1r cos(x cos ¢) d¢ o
0

Een oplossing van de d.v. van Bessel in de vorm van een machtreeks
in x met een constante term = 1, moet identiek zijn aan Jo(x)o

We zullen zien dat het rechterlid van (4) zulk een oplossing is.
Substitutie van de ontwikkeling van cos(x cos ¢) in

m
¥y = cos(x cos ¢) d¢ en termsgewijze integratie (hetgeen geoor-

loofdois) geeft:

¥ 1 T x2 w 5 x2
- = = IO d¢ = —?{ [0 cos ¢ A + o0 = 1 = 17‘+ ese o

. m
Het zou niet moeilijk zijn J cos2k ¢ d¢ wuit te rekenen en zo (L)

o s o . s 0
te verifiéren. Wij doen het anderss

kil
(5) y' = = I cos$ sin(x cos ¢) dp
0
T2
y'= = f cos” ¢ cos(x cos ¢) do .
0 .

Parti&le integratie in (5) geeft:

T .2
y' = =x I sin” ¢ cos(x cos ¢) d¢ ,
0 .

zodat
™

y" +'31c'y° +y = J (-c032¢—sin2¢+1) cos(x cos ¢) 4¢ =0,
0

zodat y een oplossing is van de d.v.

%- is dus identiek met Jo(x).
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Nulpunten van Jo(x) en verwandte functies

Wegens symmetrie is

o=

Jo(x) = %- [o cos(x cos ¢) do .

Stelt men t = x cos ¢, dan is

x
f cos t it .

0 \/x2at2

De noemer van de integrand is O voor t = x, dus de integrand oneindig

3 Jolx) =

groot, terwijl de oneigenlijke integraal echter convergent is.
Is x een oneven veelvoud van«% , dan is

t+x Vx2-t2

Door de grafiek van de integrand als functie van t te beschouwen, kan

men gemakkelijk aantonen dat Jo(x) afwisselend positief en negatief is
1 3 5n

2% 2 9% 2

tussen de opvolgende punten van deze rij. Ook ziet men dat Jé(x) Onm -

in de punten , €NZ,, en dus nul wordt in elk interval

eindig veel positieve wortels heeft (nasast de wortel x = 0).

Jo(x) en Jé(x) kunnen niet in hetzelfde punt x gelijk aan nul worden,
want dan zou vanwege de d.v., ook alle afgeleiden van Jo(x) in dat
punt O worden, en zou Jo{x) E 0 zijn. Dit volgt ook uit (3a).

Jo(x) wisselt van teken in elk nulpunt. Zijn A1, App eoo de opvol-

gende positieve wortels van JO(x) = 0, dan gaat Jo(x) van positief

tot negatief over in ., van negatief tot positief in Aps €NZ.,

1
dus Jé(lﬁ) < 0, JG(A2) > 0, In een punt waar Jo(x) = 0 (x is positief)
is het teken.van de uitdrukking ng(x) o hJO(x) dat ven Jé(x).

Het linkerlid van (3) is dus afwisselend positief en negatief in de

punten A, A en is tenminste €&n maal nul in elk interval van
1]

29 00.0
het ene punt tot het volgende,
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XX Speciale functies

Ontwikkeling van een functie naar Besselfuncties

Als Aisxeaooc de positieve wortels zijn ven de vergelijking Jo(x) = 0,
gerangschikt in volgorde van grootte (of de niet-negatieve wortels
van J&(x) = 0, of de positieve wortels van xJ&(x) - hJo(x) = 0), dan
kan een willekeurige functie £(x) op het interval (0,1) formeel
ontwikkeld worden in een reeks van functies JO(AHX),JO(AZx),Ooo »
geheel analoog aan een Fourierontwikkeling.

Laat de ontwikkeling de vorm hebben:

(1) f(x) = aﬂJo(Aﬂx) + aydy (2 x) + coo

dan is 1
2 -
a_k ] [ Xf(X)JO(AKX) dx »

2 .2
JO(Ak) + J (Ak) 0

De noemer reduceert zich tot J" (A } als Ak een wortel is van
5 (x) = 0, en tot o (A ) als A een wortel is van Iq "(x) = 0,

We zullen hier nlet ingaan op de geldlgheldsvoorwaarden voor (1),

Singyliere punten van een differentiaalvergelijging

We beschouwen de homogene lineaire d.v. van de 2% orde:
(2) a(x)y" + b(x)y' + elx)y =0 ,

waarin a(x), b(x) en c(x) veeltermen zijn.

Elk punt x, wasrvoor a(x) # O noemt men een gewoon punt van de d.v.
Elk punt x, waarvoor a(x) = 0 heet 51n§uller punt van de d.v.
Deelt men (2) door a{x), den verkrijgt men de d.v.:

(3) y' + plx)y® + alx)y =0,
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waarin p(x) en q(x) rationale functies van x zijn.

Is x = x, een singulier punt, dus a(xo) = 0, dan bevat minstens &én
(misschien beide) van de co8ffici&nten p(x) en q(x) de factor X=X,
in de noemer,

We defini&ren nu:

Bevat de noemer van p(x) de factor x =X, niet in een hogere

macht dan &8n, en q(x) in een niet hogere macht dan twee,
dan noemt men x, een regulier=singulier punt van de dov. (2).

Is X, een singulier punt, maar geen regulier=singulier punt,

dan noemt men X, een irreguliermsinggiier punt van (2),

Oplossing in de omgeving van een regulier-singulier punt

Laat x = 0 een regulier=singulier punt zijn van (3). p(x) bevat x
in de noemer tot hoogstens de eerste macht, q(x) tot hoogstens de
tweede macht, zodat

(h‘) P(x) = ‘—x"*' p.ﬂ + p2x * oo
9 9

(5) q.(x)= wam of wom () +q_x+oooo
x2 % 2 3

We proberen nu een oplossing van (3) te vinden van de vorms

n+r r T+r 2+4r
(6) y f g ¢ X =X * e + e x + 000

met geschikt gekozen constanten cn en r, en ¢, # 0,
Substitueert men (4), (5) en (6) in (3), dan vinden we:

=g 1

r(ru1)c0xr + (1+r)rc1xr' + (2*r)(1+r)c2xr + o0 *
0 ~ re=1 r 1+r

+’Q1? + Pyt Px + ooo)ﬁrcox + (%+r)c@x + (2+r)02x + co0} +
q Q
0 1 r i+ 24r

+ (“"E‘"“"""" qe + ooo)(cox + C,’.!x + c2x + ooc) 2 0,

X X



Of ook geschreven:

=2 4 (14r)re =1 s (2+r)(ﬂ+r)c2xr + 500

r
r(rmﬂ}cox g

+ po.:r’cmxrm2 + {po(ﬂ+r)c1 + pﬂreg}xrmﬂ * ooo0
re2 Yo -
+ g % + (qoc1 * qqcq)x + o000 = 0,

Door de coéffici&nt van de laagste macht van x (xrﬂa) nul te stellen,

verkrijgt mens

{r(r=1) + Por * qo}co = 0 ,
of dear c, # 03

(1) r(r=1) + pyr + q; = 0o

De vergelijking (7), welke indexvergelijking genoemd wordt, is een

vierkantsvergelijking in r met twee wortels r. en r_.. In het algemeen

1 2
heeft men dus twee oplossingen van de vorm (6), voor elke wortel &én.
De coéfficiénten c, worden gevonden door de coéfficiénten van hogere
machten xr'1@ xr9 ooo Nul te stellen. Men kan bewijzen dat de

verkregen oplossingen verschillend zijn als het verschil ry=r,
)

g€én geheel getal is. We zullen dit hier niet bewijzen.

Voorbeelds: De d.v., van Bessel

xzyw + xy' + (xgmmz)y = 0,

Door weer de reeks (6) te substitueren verkrijgen we:

[ o0
Ry * -

X ) cn(n#r)(n+raﬁ)xn+r 24 x ) cn(n+r)xn =14

n=0 =0

2 2, ¢ +
+ (x“=m®) } cnxn ¥ =0, of
n=0
o + @ b2
nér n+r

(8) I e, (atr-m){ntrm)x" " + ] cx 0 »

n=0 n=0
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De lasgste macht van x in (6) x* komt alleen in de eerste reeks

voor als n = 0O, Door deze termen nul te stellen vindt men:
co(rmm)(r+m) =0, of daar c, # 0

(rem)(r+m) = 0 (indexvergelijking).

r heeft dus de waarden r = m of r = =m,

+ 1 .
De volgende macht x*"" komt ook alleen in de eerste som voor als
n =1, zodat:

(9) ¢, (14rem)(1+r+m) = 0,

n+r+2

Door de co&fficiént van x nul te stellen, vindt men uit (8)s

cn*a(n+2+rmm)(n+2+r+m) te =0,

of

¢
(10) C ., == Lt .
(n+2+r=m) (n+2+r+m)

Voor r = m vindt men uit (9) cj(ﬁ*Em) = 0, Is 2m+1 # O dan is

c, = 0, en volgt uit (10)

1

en dat de reeks alleen even machtstermen bevat,

Stellen we n = 2p (p 2 0), dan wordt (10) voor r = ms

e 2p

) L(p+1)(pt+1+m)

cép+2 =

Veronderstelt men nu dat m # negatief geheel getal, dan worden de

coéfficiénten:s
. = ‘0 el = °2 . ‘o 0
[ & o ;
2 b1, (m+1) ’ 4 b,2,{m+2) h222(m#1)(m+2)
[e] o]
&6 & o 4 B = 3 0 3 enz.
4,3, (m+3) 4238 mt 1) (m+2) (m+3)
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We verkrijgen dus als oplossings

2 L

(11) e X {1 = ! I ! (Z) +
0 { (m+1) .18 2 (m+1) {m+2) .28 2
o 1] (‘%“)6"' ooo} o
(m+1) (m+2) (m+3) 38

Voor r = =m kan men dezelfde redenering toepassen, waardoor we dan

voor m # positief geheel getal vindens

w=m 1 %X 2 1 X 4
ex™ {1 - & &
(=m+1),19 (=mn#1) (=m#2) , 2!
6
- L Qg) + 000 | o
(=m+1) (=m+2) (=m+3) .3}

Noemt men de reeksen tussen accoladen resp. Yqs¥50 dan is voor

m # geheel getal de algemene oplossing van de d.v., van Bessel
= Ay =1
y=Axy, +Bx oy,

met willekeurige constanten.

Men kan gemskkelijk nagaan dat beide reeksen convergeren voor alle
weaarden van X.

Door geschikte constanten A en B te kiezen vindt men hieruit de
bekende functies Jm(x) ven Bessel van de orde m.

Is m = 0, dan zijn de reeksen identiek, en gelijk aan Jo(x)o

1 Q ° 00
en men definieert dan

Voor 9 kiest men cq =

2" (b 1)
. - xa xh
Jm(x) = m % 1 o= + ™ 500 :l
2T (m*1) - 2. (2m+2)  2.4.(2m+2) (2m+h)
o (m? )j (X)mﬂ&szj
520 §iT(mej+1) °
w=mt2]
i J (x) = X




-1
Is nu m geheel = 1,2,3,..0088n is T (=mtj+1) = 0 voor j=0,1,000,m=1,

zodat
ot J =m+2j
j=m §OT (=mj+1)
\ Y
= (=1)" (=) 5™
320 (jem)ir(§+1) 2
. J m+2J
j=0 3ir(m+j+1)
Dus
Jnm(x) = (a?)m'Jm(x) voor m=1,2,3,000 o




XXI Speciale functies

Voortbrengende functie

We veronderstellen n =

We zullen dan bewljzen

=92

0 of geheel positief of negatief,

1 1
e'é-x(t-'g) ®

= J I (x)t" t#0 | .
NEw® n
Bewijs:
%x(t-% v Jr;jtj v 1 (-1zkxk
e = z e 2 '}?" , K (k'-'-" j-n)
§=0 3129 k=0 *° 2%¢ »
S e § o cnlnde
= 520 j129(j=n)y 2B
= I M (x) = ] g ("
NBemt : N =00

Integraalvoorstelling

ozt oy (=1)9x9
J(x)= () ] = ,
§=0 279310 (atj+1)
Nu is _
L3 1
1 - r(J "”‘é‘)
223511 (n+5+1) (25)?,I’(n+j+1)r(-;-)
1,1
B(n 4"-2-,,] +-§) 1

(verdubbelingsformule T'=functie)

(@) ir@rasy)

(23)3T()T(n+ )
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T
1 . 1 . j
(n > = J > = a;-) = : : I sin“% cos?¢ a¢ .
(2)ir(z)r(n+=) ‘o
2 2
12J 23 T . on 25
Dus I (x) = z s8in“"¢ cos“v¢ d¢
‘ ? j=0 (23)“ 0
met %2
(=)
(1) Q= e
M(z)T(n +)

Voor n > O convergeert de reeks z ,S...,..L. J 5in®% cos™
j=0 (23)¢

uniform in ¢. Dus geldt

T N
Jn(x) =C, f sin® s Z --L (x cos ¢) 2J ae .
0 j=0 (23)¢

of

P ‘"
J (x) =¢C I sin2n¢ cos (x cos ¢) do | met C_ uit (1),
n nj, n

Integraalformule van Lommel,

De afleiding geldt voor n 2 O, maar men kan bewijzen dat deze ook
geldt voor n > n% °
Een andere integraalvoorstelling is

v
(2) g (x) = 1 I cos (né = x sin ¢) A (n=0,1,2,00.)
0

Integraslformule van Bessel.

Bewijs: We moeten bewijzens
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kil L
Jn(x) = ﬁ- I cos n¢ cos (x sin ¢) d¢ + %- I sin n¢ sin (x sin ¢) a¢,
0 0
of te bewijzens
1 ki)
(3) Jn(x)'= - I cos n$ cos (x sin ¢) d¢ als n=0,2,4,...
0
1 o
(%) Jn(x) == I sin n¢ sin (x sin ¢) d¢ als n=1,3,5,000 o
0
Nu is x, 1)
ma( - -]
e? “g} = Jo(x) + 3 Jn(x)tn + ) J_n(x)t'n o
n=1 n=1i

Substitutie van t = e1¢ geeft, als we n = k en n = =k tezamen nemen:

Jn(x)ei¢n + J_n(x)e'i¢n = Jn(x) eifm . (-1)ne-i¢n}

= 2Jn(x) cos ¢n  als n even is ,

= 2iJn(x) sin ¢n als n oneven is,

zodat we vinden

cos (x sin ¢) + i sin (x sin ¢)
o

Jo(x) + 2 n£1 J2n(x) cos 2n¢ + 2i n£1 Jzn_1(x) gin (2n=1)¢ ,

waaruit

2 nz.] I, (x) cos 20 + J (x) ,

cos (x sin ¢)
sin (x sin ¢) =2 } Jzn_1(x) sin(2n=1)¢

n=1

en dus
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m
I cos n¢ cos (x sin ¢) d¢p =
0
T o U
= 2 I ) J (x) cos n¢ cos 2k¢.d¢ + I Jo(x) cos né a¢
0 k=1 °~ 0

. 1
= 2Jn(x)° 5T = ﬂJn(x) .

waarmede (3) bewezen is,

Op dezelfde wijze bewijst men (4), en dus (2),

Uit (2) volgt de eigenschap van de begrensdheid:

[Jn(x)| <1 (n=0,1,24000)

en tevens
k
d

I 3 k "n

é 1 (n==0,1,2,ooo° k=1,2°ooo) o

; ! o

In Jzn(x) = %-I cos 2n¢ cos (x sin ¢) d¢ is het rechterlid juist
1

2%2n
cosinus reeks in ¢ van de functie cos (x sin ¢). Evenzo is bn de

(n=1,2,oog9, waarin a, de coéfficiént voorstelt in de Fourier

coéfficiént in de Fourier sinus reeks in ¢ van sin (x sin ¢), en dus

(x) = %h (n=1,2,000)0

J2n-1 2n=1

Volgens het theorems van Riemenn is dus

lim J (x) =0 |
a+e 1

Wortels van Jn(x)

Op dezelfde wijze als voor Jo(x) kan men bewijzen:
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Voor elke gegeven re&€le n heeft de vergelijking Jn(x) = 0 een
oneindig aantal positieve wortels Xy9Xp00009% gooo met

xm->°° als m+ e

Orthogonaliteit

Ock bewijst men op de manier als bij Jo(x)s

Als }‘j (j=142,000) de positieve wortels zijn van de vergelijking
Jn(Ac) = 0, met vaste n 2 0, dan vormen de functies

J (A x), 3 (A x),c0. een orthogonsal stelsel op het interval (0,c)

met de gewichtsfunctie x, zodat

[+
fo K, (003, () ax = 0 k4|

Denk er om dat n dezelfde is voor al de functies van het systeem,

Er zijn dus oneindig veel systemen, voor elke n &&n,

Normalizering

We vermenigvuldigen de termen in de vergelijking van Bessel

2
[x%;Jn(Ax)] + ()\Qx -%—)Jn()\x) =0

g~

) a
met de factor 2x = Jn(}.x)o

2 2
d a 22 2,4d _
= [x = Jn()\x)] + (A% =0") 3 [Jn().x)] 0.
Na integratie en toepassing van parti&le integratie in de tweede

term vinden we:

(c x ]:Jn(xx):l? ax = 0,

! 2 22 2 27°¢ 2
[{x«a-x-Jn(Ax)} + (A% wn ){Jn()\x)} :]0 = 2X )
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! = =
Daar rJn(r) an(r) rJn+1(r)

(dit zullen we nog bewijzenl), volgt

c 2
222 IO x[Jx%(Ax)] 2 = [ta7, 0 = 2, ) + (A2x2_n2){Jn(xx)}2]:

of daar n 2 O

Iz x[Jn(Ax):]2 ax = 3;- {[Jn(kc)]2 + [Jnﬂ(lc)]e} . EiE, 3 (Ae)d_,,(he) o

Dus als Aj een wortel is van Jn(Ac) =0

[: x[Jn(ij)]2 ax =:£§- [Jn+1(}\jc)]? (521,2,000) |

Recurrente betrekking

T
_ . 2n =
Jn(x) =c, JO sin“¢ cos (x cos ¢) d¢ c Ve
%2
@
met e, = 3 == AxT
T (n+ )
av m
n o_ ._2on . - X
=== !0 s%n ¢ sin (x cos ¢) cos ¢ d¢ = =BT Voaq o
Nu is ¢ ® sl © en Vv_ = Jn(X) = Jn(X) zodat
9 - = ®
n+1 2n+! n n cn A xn
n
?
g_ Jn(x) = n Jn(x) + qn(x) . - Jﬁ+1(X) = - Jn+1(X)
ax A xn N n+1 A xn 2n+1 Cn+1 Cn
) n n
¢ - Jn+1(x)

A x
n




=98

en dus

(x)

7 = =
xJn(x) an(x) 23 4

Hieruit kan men afleiden de recurrente betrekking:

() + 3 (x) =8 g (x)

1




